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PREFACE. 


Lcs Trailes sur les fonclions elliptiques imprimes en France 
sont dcs Traites complels destines specialement aux mathe- 
malicicns : la plupart d’enlre eux prennent comme point de 
depart les theoremcs generaux dc la theorie des fonctions ; 
dans tous, l’elude dcs fonctions elliptiques est envisagee au 
point dc vue lc plus general el poussee le plus loin possible 
(multiplication, division, transformation, equations modu- 
lates, multiplication complexe). 

Nous nous sommes propose de faire un Traite des Fonc- 
lions elliptiques, d’un caractere elementaire, en un seul 
Volume, conlenanl les principcs essenliels de la Theorie 
et monlrant, par dcs applications simples, combien ces fonc- 
tions sont utiles pour la resolution de certaines questions de 
Geometric, de Mccanique et de Physique malhemalique. 

La Theorie dcs fonctions elliptiques est comme une Trigo- 
nometric d’un ordre plus eleve ; nous nous sommes limites 
dans notre expose aux principes fondamentaux ; ces principes 
etant bicn compris, les parlies plus profondes de la Theorie 
deviennent facilemcnt accessibles. 

Pour reduire au minimum les emprunts A la Theorie des 
fonclions, nous prenons comme point de depart la notion du 
ddveloppement d’une fonction uniforme par la formule de 
Taylor; nous ne nous servons pas de la theorie de Cauchy 
sur les integrates prises entre des limites imaginaires. Nous 
donnons, dans une courte introduction, la definition des 
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quelques termes tires de la Theorie dcs fonclions, qui sonl. 
employes dans i’Ouvrage. 

La Theorie des fonclions ralionnelles et des fonclions iri- 
gonometriques est d’abord exposee par les melhodcs memos 
qui sonl employees ensuile pour les fonclions ellipliques. Le 
lecteur voit ainsi, sur des fonctions simples avcc Icsqucllcs il 
est familiarise, l’enchainement des raisonnemenls el des 
theoremes qu’il rencontrera ensuite pour les fonclions ellip- 
tiques. 

Les formulcs principales de la Theorie dcs fonclions ralion- 
nelles d’une variable x sc reduisenl a deux formulcs types : 
une premiere formulc mellanl en evidence les valours de ,r, 
qui rendenl la fonction rationnclle f(x) nulle ou inlinie 

ft — a (£ — _«» ) . 

/I >- ix-b x )(x-b t )...(x-b p )' 

puis une deuxieme formulc, diLe de decomposition en ele- 
ments simples , meltant en evidence les poinls ou la fonction 
devient infinie, el la faijon dont clle y devicnl infmie 

) — Co -1- C , X 4- C 5 ic s -t-. . . -|- C mX m 
A B 1, 

x — a x — b x — l 

l’element simple est la derivee de Log(.c - a). 

Les formules principales de la Theorie des fonctions Irigo- 
nom^lriques peuvent, de memo, sc ramener h deux lypes 
analogues : une premiere formule mettanten Evidence les 
points oh la fonction devient nulle ou infmie 

f(x) — Ac M * < s ? n (^~ «i)sin(g — a 8 )...sin(a;---a,,) 

J sin (ic — bi) sin{x — bi). . .sia{x — b p )’ 

et une deuxieme formule, appelee formule de decomposition 
en elements simples, mettant en evidence la fagon dont la 
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f{x) — Co + c,e lxi -h C 2 e ixi -h . . . -+- 

-+- C', e~ %x> + C' n e~- nxi 

4 - A cot(# — «.)+ B cot(a; — b ) . . + L cot(a? — l). 

On peut remarquer encore que l’element simple 


est la d£rivee de 


cot(a: — a ) 
Logsin (x — a). 


De meme, dans la Theorie des fonctions elliptiques, il 
existe deux formules fondamentales : i° une formule de 
decomposition en facteurs 


f(x) ~ Ae cx 


H (x — cti) 
H(;r — £>,) 


,H (a;— a m ) 
.H (x—b n ) 


mettant en evidence les points a { , a 2 , . . a n , oh la fonction 
s’annule, et les points b { , & 2 , . . b n ou elle devient infinie ; 
2° une formule de decomposition en elements simples, due a 
M. Hermite 


f^x ) — Go -+* AZ(a? - — • ct') “h . . . -f- LZ ( x — /) 
ou Ferment simple Z ( x — a) est egal a 

d LogH(.z — a) 

dx 


La plupart des calculs sur les fonctions elliptiques sont 
fondes sur l’emploi de l’une ou de l’autre de ces deux for- 
mules : ces calculs se ramenent done a des regies simples dont 
il est fait de nombreuses applications. 

La Theorie des fonctions elliptiques se complique de la 
question des notations qui varient d’un Traite a l’autre. Tout 
d’abord, nous nous sommes interdit rigoureusement d’em- 
ployer aucunp notation nouvelle. Nous avons expose simul- 
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tanement deux systemes de notations qui doivcnt subsistcr 
definitivement : celui de Jacobi, constaxnment suivi par 
M. Hermite, dans toutes ses recherches, ctceluide M. Wcicr- 
strass. Le passage de Tun de ces systemes a Pautrc cst a iso : 
neanmoins, il importe de les conserver Lous les deux; car, 
suivant les cas, les applications sont plus faciles dans l’un 
dcs systemes que dans l’autre. En outre, apres avoir luun 
Traite elementaire, le lecleur doit connaitre les deux sysLcmcs, 
a fi n de pouvoir lire ensuite les Livrcs ou les Memoircs ccrils 
dans chacun d’eux. 

Pour preparer les applications, nous avons eludie avec soil) 
les cas particuliers ou les valeurs dcs fonctions ellipliques 
sont reelles, les seuls qui puissent sc presenter cn Mecanique 
et en Physique. 

Chaque Tlieoric cst suivic immediatement de quelques 
applications; ainsi Fotude de la fonction pdeM. Weierstrass, 
quand Func dcs periodes est reelle ct l’autrc purement ima- 
ginaire, est suivie duplications a la cubique plane, a la 
lemniscate, au pendule spherique, au mouvcmcnl d’un corps 
pesant de revolution suspendu par un point de son axe ; 
ltetude des fonctions de Jacobi, pour le cas oil lc module est 
reel et plus petit que un, est suivie duplications ii la biqua- 
dratique gauche, a la surface desondcs, au pendule simple, a 
l’elastique plane, a la cordc a sauter, aux mouvements a la 
Poinsot; l’etude de la fonction p, dans lc cas de deux periodes 
imaginaires conjuguees, est suivic dc Fapplication au mou- 
vement d’un projectile dans un milieu dont la resistance est 
proportionnelle au cube de la vitcssc. Vienncnt ensuite 
quelques applications au probleme dc Lamd et au probl&me 
de l’elastique plane sous pression normale constante, dont les 
integrates, d^couvertes par M. Maurice L6vy, ont conver- 
ties en formules elliptiques par Halphen. 

L’Ouvrage se termine par la Theorie des fonctions que 
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M. Hermite a appelees fonctions doublement periodiquesde 
deuxieme ou de troisieme espece, avec applications a l’equa- 
tion de Lame et aux equations de M. Picard, etpar quelques 
notions elementaires sur les fonctions modulaires qui four- 
nissent l’exemple le plus simple des fonctions fuchsiennes et 
kleineennes de M. Poincare. Comme pour les fonctions 
elliptiques, nous donnons pour les fonctions doublement 
periodiques de deuxieme espece deux formes essentielles : 
decomposition en facteurs et decomposition en elements 
simples, d’apres M. Hermite; puis nous indiquons, pour 
les fonctions de troisieme espece, deux formes analogues, en 
employant l’element simple introduit par M. Appell. 

Les principales formules sont resumees dans un Tableau 
place a la fin du Volume. Sauf dans l’expose de la transfor- 
mation dc Landen, nous n’avons pas donne de Tables nume- 
riques, car, dans la plupart des cas, les series definissant les 
fonctions & calculer sont si rapidement convergentes, que les 
premiers termes suffisent dans les applications. On trouvera 
des exemples de calculs numeriques a la fin du Calcul inte- 
gral de M. J. Bertrand et dans les Tables de Hoiiel. 

Nous esperons qu’apres avoir etudie cet Ouvrage, le lecteur 
pourra se servir des fonctions elliptiques comme des fonctions 
trigonomctriques. Nous avons choisi des applications aussi 
variees que possible : on en trouvera d’autres, d’une grande 
elegance, dans le Traite de M. Greenhill. Quant aux develop- 
pemenls theoriques, nous pensons avoir mis le lecteur a 
m^me de lire les grands Traites de Briot et Bouquet, d’Hal- 
phen, de MM. Tannery et Molk, et de se servir utilement des 
feuilles de M. Schwarz. 


Paris, 37 septembre 1896. 
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CHAPITRE I. 

NOTIONS PRELIMINAIRES. 


I. — GENERALITES SUR LES FONCTIONS ENIFORMES. 

1. Fonction r6gulifcre en un point. Z6ros. — Une fonction d’une 
variable imaginaire u = x-\-yi estdite uniforme pourtoules les 
valeurs de u quand elle n’a qu’une valear pour chaque valeur de u i 

par exemple^, cos u : tang& sont des fonctions uniformes, On 

dit aussi, en repr^sentantla variable u = x -\-yi par le point d’un 
plan de coordonn^es x ety, qae la fonction est uniforme dans 
tout le plan . Nous ne nous occuperons que de fonctions de cette 
nature. Une foniction uniforme f(u) est reguliere en un point a 
quand on peut, dans un cercle ayant ce point comme centre, la 
d6velopper par la formule de Taylor en une s6rie proc^dant sui- 
vant les puissances positives croissantes de u — a 

0 ) /(*) = /(«)+ . .+ («) + ■•.. 

Ziros. — |Une fonction f(u) r6guli£re au point u = a admet ce 
point connpf z&ro quand f(a) est nul : si f(a) n’est pas nul le 
z£ro est simple. Si un certain nombre de derives f(a ), f p (a ), . . . 
sont v/ (/ 2 ) (a) 6tant la premiere d£riv6e non nolle, le z6vo 

u = a est^d-ordre n : on peut alors ^crire le ddveloppement ci- 

A. W£ r) 


I 
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dessns 

( a ) /(*0 = (h — a) n g(u\ 

oti le facteur g(u) est une s^rie emigre en ( u — a) ne s’annulant 
pas pour u = a. 


25. Points singuliers. P61es. R6sidus. Points singuliers ©ssen- 
tiels. — Lorsqu’une fonction uniforme f(u) n’est pas rdguhAre 
en un point d^termin^ a ) on dit que ce point est un point singulier, 
C’est un point singulier isold quand on peut d^crirc de a comme 
centre un cercle assez petit pour que la fonction n’ait pas d’autre 
point singulier dans ce cercle. 


Pdles . — Un point singulier a est un p61e quand il est isoltS et 
quand la fonction devient infinie en ce point k la fagon d’une 
fraction rationnelle. Pour pr^ciser, le point a est un p61e, quand 
la fonction f{u) devient infinie en ce point et qu’il existe une 
fraction rationnelle 




A 


n — a 


Ai , . , A.a~i 
( u — a ) 2 ■" (a — a)*’ 


telle que la difference 

f(u)— ff(u) ■ 

soit r£guli6re au point a; les lettres A, A l? A a _< designant 
des constantes. La fraction rationnelle <f(u) s’appelle la partie 
principale de la fonction f(u) relative au p61e a; le coefficient A 

de est le r&sidu relatif & ce p6le : 1’entier a est l’ordre ou 

u — a * 

degr6 du p61e. On a alors, dans un certain cercle de centre a, 
/(») = ?(«)+ <r(w), 


g(u) 6tant une fonction r4guli6re au point a : on en conclut, en 
r^duisaM le second membre au m£me d&iominateur (m — a)*, 



G(«) 

(u. — a)*’ 


0(u) dtaut uae fonction reguli&re au point a, different® de z4ro 
pour u = a. 



NOTIONS PAELIMINAIRES. 3 

Nous dirons aussi que le point a esl un infini d’ordre a de la 
fonction. 

Points singuliers essentiels. — Quandun point singulier n’est 
pas isoU ou qu’^tant isol6 il n’est pas un p61e, on dit qu’il est im 
point singulier essentieL Nous nenous occupons dans la suite 
que de fonctions dont les seuls points singuliers a distance finie 
sont des p6les. 


3. Remarque sur les zeros et les p 61 es. — Si le point a est un 
z&ro d’ordre n de la fonction /(«), il est un p6le simple de r£- 

sidu n dans la d^rivee loga 
dans le voisinage de u = a, 


rithmique en effet, on a alors, 


f(u) = (u — a)*g{u), 

puis en prenant les logarilhmes etles derives 


fill) 




fill) u — a g[uf 
comme g{it) n’est pas nul pour u = a , le rapport est une 
fonction rdguli^re au point a ; done ce point est un p6le simple de 

residu n de y - , - u ~ • De meme, sile point u = a est un p61e d’ordre a 

/•/ / \ 

de f(u) j il est un p61e simple de residu — a de yy^y * On a en eflfet, 
dans cette hypoth^se, au voisinage de a, 


/O) 


d’ou 


^ S(tt) 
iu — a)*’ 


f(n) -a G'(k) . 

f(u) u — a G(m)’ 


comme G(w) ne s’annule pas pour u = a, 
r£guli&re en a et le th^or^me est d&nontr£. 


est une fonction 


4. Point & riafini, — Pour dtudier une fonction f{U) de u 
quand u devient. plan d, on fait u == 4? et Ton suppose u ! tr&s 

# , \ ■ "■* * 4 1 1 11 ■ 1 1,1 , , ' 

petit. La fonetiou dite reguli&re au . point u = oo 
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quand /(^^j es t r^guli&re au point u’ — o : on a alors, pour des 
valeurs tr£s petites de u', 

J ^ ^ = <Zq -+■ Ct\ u' “H &2 U ^ ■ • • ) 

et par suite, pour des valeurs tr£s grandes de u, 

/(m)= a 0 +cri ■+••■•• 

Lorsque la fonction est ainsi r<%uli£re au point oo, le point oo 
est un z6ro d’ordre n quand «oj a u • a n-t sont nuls, a n etant 
different de z6ro. La fonction s’annule alors & l’infini comme 

(i)’. 

Le point infini est un p6le ou un point singulier essentiel pour 
/(w) quand le point u'= o est un p6le ou un point essentiel pour 

Supposons que ce soit un p6le : alors, par definition, on a 

pour de petites valeurs de u' 




A A t 


^0-h«l w'-H «2^' 2 * 


I /I s 

h #2 ( — 

u \U / 


• u , 2 u , a 

c’est-a-dire, pour de grandes valeurs de u> 
f(u)~ Aw+ Ai u* h- . . . -+- A a _t w a -4- ao + 

La parlie 

<p(w)s=Aw4-AiW 2 Aa— i 

qui devient infmie au p6le w = oo, est la partie principale relative & 
ce p61e, a est l’ordre du p61e. 


5. Remarque sur la convergence des series. — Nous pouvons 
maintenantpr^ciser un point important dans ce quipx^c^de. Nous 
avons dit que la fonction f(u) uniform© dans tout le plan est r6~ 
guli^re en a quand elle est d^veloppable par la formule de Taylor 
dans un bercle de centre a : cette sirie sera cower gente dans le 
ceMe ay&nt po^ur centre a et pour rayon la distance du point a 
au point singulier de f(u) le plus rapprochi de a . 
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G’est la une proposition que nous admettrons pour ne pas 
allonger ce Chapitre. 

6. Une fonction uniform© r6guli&re entous les points & distance 
finie et infinie est une constant©. — En effet, la fonction suppos^e 
f(u) 6tant r^guli&re au point u = o estdeveloppable en une s^rie 

/(«) = a 0 + u 4 - a 2 w 2 -h. . 

convergente dans le cercle ayant l’origine comme centre et passant 
par le point singulier le plus rapproch6 de I’origine; comme, par 
hypotb^se, il n’y a pas de points singuliers, cette serie est con- 
vergente dans tout le plan. Pour £tudier la fonction dansle voisi- 

nage du point oo, posons u — alors 

i 7H _ a2 (l,) s + .... 

Par hypoth&se cette fonction est r£guli6re au point u ! = o : elle 
ne doit done pas contenir dans son developpemenl de puissances 
negatives de ul : done tous les coefficients ... sont 

nuls, sauf le premier a 0 , et l’on a 

La fonction est une constante. 

On peut 6noncer ce r^sultat sous une autre forme, en disant 
qu 'une fonction uniforme partout finie (le point oo compris) 
est une constante . En effet, une fonction uniforme devient infinie 
en chacun de ses p6les; on peut en outre d^montrer rigoureuse- 
ment que, si la variable u tend vers un point singulier essentiel 
de la fonction suivant une loi convenablement choisie, le module 
de la fonction eroit au del& de toute limite. Si done une fonction 
uniforme est partout finie, elle ne peut pas avoir de points singu- 
liers, elle est r6guli6re partout et se r^duit a une constante. 

7. Les z&ros et les p&les d’une fonction uniforme, n’ayant d’autres 
singularity que des pGles d distance finie, sont n^cessairement isolds 
les uns des autres. — Nous voulons dire par I& qu’il ne peut pas 
exister de point a du plan dans le voisinage immddiat duquel il 
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se trouve une infinite de p61es ou une infinite de zeros ; ou encore, 
quel que soit le point a, on peut toujours decrire de a comme 
centre un cercle avec un rayon assez petit pour que dans ce cerclc 
ily ait : ou bien ni zero ni p61e, ou bien un seul zero sans p6Ie, 
ou bien un seul p6le sans zero. 

Ce fait r^sulte immediatement des d^veloppements precedents. 
En effet, un point a etant marque dans le plan, trois cas peuvent 
se presenter suivant qiie/(w) est regulidre en a sans s’annuler en 
ce point, ou que /{ u ) admet le point a pour zdro, ou enfin que 
f(u) admet le point a pour p61e. Dans le premier cas, on peut de- 
crire de a comme centre un cercle suffisamment petit pour qu’il 
n’y ait dans ce cercle ni zero ni p61e; dans le second, on petit dd- 
crire un cercle suffisamment petit pour qu’il ne contienne pas dc 
p61e et contienne le seul zero u=a ; dans le troisiemc, on peut 
decrire un cercle ne contenanl pas de zdro ct contenant le seul 
pdle a . 

D’aprds cela, si pour une fonction uniforme il existe un point a 
tel que, dans une aire aussi petite que l’on veut, entourant ce point, 
il existe soit une infinite de p61es soit une infinite de zeros, ce 
point est point singulier essentieL En effet, la fonction n’est pas 
rdguli&re en a ; ce point est done un point singulier. 11 n’est pas 
un p6le, d’aprds ce que nous venons de voir; il est done un point 
essentieL 

Nous allons, dans les deux paragraphes suivants, trailer, comme 
exemples, les fonctions rationnelles et les fonctions trigonomd- 
triques* 


II. — Fractions rationnelles. 

8. Objet du paragraph©. — Le lecteur connait assurdmenl les 
propridtds des fractions rationnelles : decomposition en fractions 
simples, utilitd de cette decomposition pour Pintdgration, decom- 
position en un quotient de deux produits de facteurs lineaires. 

Nous reprenons brievement cette theorie, en suivant une march© 
analogue 4 celle que nous emploierons plus loin pour obtenir P ex- 
pression g$ndraled^^ elliptiques, d*afeord sous unefqrme 

tout© semfclabla 4 cell© d’une fraction rationnelle d&jompos^e en 
f^ac t tioqs , si^p|§s^ pps sous, une forma semblable 4 call© cPuae 
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fraction rationnelle d^compos^c en an quotient de deux produits 
de facteurs lin^aires. 


9. 

(3) 


Fraction rationnelle particuli&re. — La fonction 


/(«) = 


u 

(u — l)(u — % ) 


est r^guli&re k distance finie en tous les points autres que u = i, 
u = a. Ces deux points sont des poles de premier ordre* La partie 
principale relative an p61e u = \ est 


cp 1 (tt) = — 


r 



en effet on verifie imm^diatemenl qae la difference f(u) — ®\{u) 
estr^gali^re au point u= i. Le residu relatif au pole u = i est 
— t . De m6me la partie principale relative au p61e u = 2 est 



avec le residu 2. A.u point 00 la fonction est reguli&re, car 

/f±\ = sL 

estr^guli^re au point &' = o. On voitque u l — o, c’est-4-dire u= 00 
estun z£ro simple. La fonction f(u) a done deuxp6les simples 
u — x, u = 2 et deux zeros simples u = o 7 u = 00 : on dit qu’elle 
est d’ordre 2 . On peut remarquer que liquation 

/(#)= c 

a deux racines quelle que soit la constante C. 

Comme les fonctions cp ( ( u ) et tp 2 (u) sont r£guli£res partout k 
distance finie et infinie^ except^ aux p61es respectifs 1 et 2 , la dif- 
ference 

/(M)-cpi(M)— <p 2 (M) 

est reguliere partout a distance finie et infinie, y compris les 
pfiles 1 et 2 , d’apr^s la definition des parties principales <p { et 
Cette difference est done une constante et ? comme elle s’annule k 
Tinfini, puisque chacune des fonctions /, <pi, o 2 s’j annule, elle 
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est igale a zero. On a done 

/(»)=?i(“)h- ?*(“)» 

formule que donnerait immddiatement la decomposition de la 
fraction rationnelle en fractions simples. 


10. Cas general. P61es et zeros. Ordre. — Une fraction ration- 
nelle 


(4) 


f( \ — a " l(ftl n ' a »i __ P(?0 

6q u tl -j- b x u /l ~~ 1 + •••*+“ b;i Q ( u ) 


ou P et Q sont deux polynomes de degrds m et n, est une fonction 
qui, a distance finie et infinie, n’a d’autres points singuliers que 
des pdles. A distance finie elle a comme pdles les racines de 
Q(zz)=o : le nombre des pdles k distance finie, cn comptant 
chacun d’eux avec son degre de multiplicity, est done n , 

i° Si m > n, le point oo est un pdle d’ordre m — n. Le nombre 
total des pdles k distance finie et infinie est done 


ti (m — n) — m. 


11 y a aussi m zdros qui sont les racines de P («)= o. La fraction 
a done m pdles et m z<§ros : on dit qu’elle est d’ordre m . L’dquation 
/(m) = Gam racines quel que soit C. 

2 ° Si n > m le point qo est un zdro d’ordre n — m. La fraction 
a alors n pdles et an nombre 6gal de zdros, car il y en a m k 
distance finie [les racines de P(w)j et n — m r<5unis k l’infini. La 
fraction est d’ordre n ; liquation /(w)= G a toujours n racines. 

3° Si m = n , le point oo n’est ni un pdle ni un z^ro : il y a en- 
core autant de z£ros que d’infinis : la fraction est d’ordre m = n. 
• 

En rdsumy une fonction rationnelle f(u) a toujours dans tout 
le plan, l’infini compris, autant de pdles que de ziros ; le nombre 
des pdles ou des zdros estl’ordre de la fraction : l’yquation/(w)r=:C, 
a, quel que soit G, un nombre de racines 6gal k V ordre. 

11. Formes analytiques principales des fractions rationnelle^. 

On pent mefclre une fraction rationnelle sous deux formes dif- 
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^rentes suivant que l’on veut mettre en Evidence les p61es et les 
parties principals, ou les pdles et les z6ros. 

1 Premiere forme mettant en Evidence les pdles et les par- 
ties principales correspondantes. Decomposition en fractions 
simples. Appelons a, b, . . . , l les p6les & distance finie res- 
pectivement d’ordre a, [3, . . . , \ et 


?i(«)= 
?*(«) = 


At 


u — a (u — a ) 2 
B Bi 


{u — a) a ' 
Bp-i 


u — b (u—b)* *•’ ( u — b) P’ 


les parties principales correspondantes. Supposons, pour plus de 
g£n6ralit£, que le point oo soit un p6le, ce qui arrive si m > n \ et 
soit 


la partie principale relative a ce p61e 


,y = m— n. 


Chacune de ces parties principales est r£guli&re partout excepte 
au p6Ie correspondant. La difference 

— • «•— ' g ( u ) 

est done r<%uliere partout a distance finie et infinie . En effet, 
au p&le a la difference f(u) — (m) est r^guli^re et les fonctions 

cp 2 , . . tb le sont. II en est de m6me aux p61es b } . . . , l. 

Al’infini, la difference f(u) — m(u) est r6guli&re et les fonc- 
tions (fz, ... le sont aussi. Done la difference (5), rdgultere 
partout, est fine constante M 0 , et Ton a 

f(u) = Mo-h Ts(u) H- Oi(w) -+- cp 2 (a) -K . . , 

(6) /( K ) = Mo-t-Mm-K..+ lvw+y [-A, 

— a ( u — a)* J 

la somme S ^tant £tendue & tous les p61es & distance finie. 

On retrouve ainsila formule ^l&mentaire de decomposition des 
fractions rationnelles en fractions simples : elle met en Evidence 
les p61es et les parties principales correspondantes/elle donne 
imm^diatement l’int^grale d’tme fraction rationnelle. 
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On peut ecrire 

la somme 5 6tant etendue a tous les poles k distance finic ct 
infinie, si Ton convient que pour un p6le a rejete k l’infini - l~--- 
doive £tre remplace par u , ou en abrdge que 

u — a = — quand a = 00. 


On remarquera que I’on peut prendre arbitrairement les parties 
principales relatives k tous les p6les ; k cet egard il y a une ldgtre 
difference pour les fonctions elliptiques. 


2 0 Deuxieme forme mettant en Evidence les zdros et les 
infinis. — La deuxieme forme qu’on peut donner k une fraction 
rationnelle met en evidence les ziros el les infinis . II suffit pour 
cela de decomposer les polynomes P et Q, qui foment le nume~ 
rateur et le denominateur de la fraction, en facteurs du premier 
degre 


( 7 ) 


/(!0 = C 


(u — a, )(n — aQ. . .(u — a w ) 
(a — Pi)(k — 


ok certains facteurs peuvent £tre egaux. 


3° La seconde forme d&duite de la premiere . — Soil f(u) la 
fraction rationnelle consideree ayant pour zeros a,, a 2 , . . a m 
et pour p61es j3 { , (3*, . . . , (3 #J , 

La fonction y— est aussi une fraction rationnelle ayant pour 

p61es simples les zeros et les infinis de f{u) (n° 3), les zeros 
simples avec le residu +1 et les pdles simples avec le rdsidu — i. 


En mettant alors sous la premiere forme (decomposition 
en fractions swples) on a 


fW _ 


w — a* *** u — vim 

■I ‘ _ I __ ( _ I ^ 

u — 3* u — 1 u~Z rffi* 
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Integrant et passant des logarithmes aux nombres, on retrouve 
l 1 expression (j). 

12. Remarque. — Nous venons de voir qu’une fraction ration- 
nelle n’a d’autres points singuliers que des pdles k distance 
finie et infinie. La rdciproque est vraie. Une fonction uniforme 
n’ ay ant d’autres singularites & distance finie et infinie que 
des pdles est une fraction rationnelle . Nous nous bornons a 
rappeler ce th£oreme dont nous n’aurons pas k nous servir. 

13. Relation alg6brique entre deux fractions rationneUes . 
Thyor&me d’addition alg^brique. — Entre deux fractions ra- 
ti onnelles 

^ =/(“)> 

a lieu une relation alg^brique d6finissant une courbe unicursale, 
c’est-i-dire une courbe ayant le plus de points doubles possible. 

En outre, une fonction rationnelle f(u) admet un diioreme 
d’addition alg^brique, c’est-k-dire que, u et p d6signani deux 
variables ind^pendanles, f{ii -h p) est une fonction alg^brique de 

/(“) et /(*)• 


in. — Fonctions trigonometriques. 

14. Objet dn paragraph©. — Nous allons presenter les points 
fondamentaux de la th6orie des fonctions trigonometriques, en 
suivant une voie idenlique & cede que nous suivrons dans le 
Chapitre suivant pour les fonctions elliptiques. 

15. Fonction sin w, sa definition par un produit infini. Fonctions 
cotw et leurs expressions par des series. Periodicity de ces 

fonctions. — La fonction sinw est r£guli£re en tous les points a 
distance finie. Elle s’annule aux points 

, U ~= O, ± TC, ± 2lt, 

* 

C’est ce que met en Evidence la formule suivante que nous 
supposons connue eft que nous, considerons comme servant de 
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definition a sinz£ 

(S) 

le produit IF etant etendu a toutes les valeurs de Fentier m de 

— oo ci +oo, la valeur m = o except^e. Gr&ce a la presence du 

it 

facteur e mlz , le produit IF est convergent quel que soit Fordre des 
facteurs. Cette fonction sinw est impaire, e’est ce qu’on voit snr 
le produit (8). En effet, comme m prend toutes les valeurs de 

— oo a + oo, on peut le changer de signe et dcrire 

sin u = -I- e m% - 


Changeant ensuite u en — u on voit, en comparant k (8), que 
sin( — u) est 6gal & — sin u, 

Le point oo est un point singulier essentiel de sin a : en effet, si 
l’on fait u = on voit que, dans une aire aussi petite qu’on le 
veut entourantle point u r = o, la fonction sin ~ admet une infinite 
de z^ros u' = D’apres ce que nous avons vu (n° 7) le point 
u'=o est done un point singulier essentiel. 

Fonction cot u. — - La fonction cot u se d^duit de sinw, par la 
formule 

_ d , 

c°ta = ^ log sin zz. 


D’apr^s la formule (8), on a done pour cot u la s^rie 

= -■+■ (— h -4- ( — ! h — ) ■+•. .. 

U \U — TC 7t J \u — 2 TC 2 TC / 

+ J-W... 

XM-hTC TU J \Z 44 - 27 T ‘ lizj ' * 


cot l 


ou, sous forme condens^e, 

( 9 ) cotu— I ( — h— \ 

u Jmi \ u — nm miz ] 

la somme S' 6tant 6tendue k touted les valeurs de Fentier m 
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de — cc a +oo, la valeur zero exceptee. La fonction cotw est 
aussi impaire. Le developpement (g) xnontre qu’elle a pour p61es 
simples Lous les points o, ±tc, ± 2 tz, . le residu relatif a 
chacun de ces p61es etant i. Par exemple, le point u = tc est un 
p61e, et la difference 

cot w — 

U TC 

est reguli&re au point u = tz. La formule (9) met done en evidence 
les p6les et les parties principales correspondantes de la fonction. 
Le point u = 00 est un point singulier essentiel pour cot u comme 
pour sin u. 

Fonction — La fonction 

sin 2 u 

f \ 1 d . 1 i 

10 sin 2 w du C ° U ~~ u~ (u — miz) 2 

est paire. Elle a pour p6les doubles tous les points o, ±tc, 
zL 2 tu, la partie principale relative au p6le u = mi\ z est 
1 

( u — m-K ) 2 

P6riodicitL — Des formules pr6cedentes on peut deduire 
facilement la periodicite des fonctions circulaires. Tout d’abord 

le developpement (10) de montre immediatement que cette 

fonction ne change pas quand on ajoute tu a car cela ne fait 
que deplacer les termes du second membre. 

On voit de m£me que la cotangente admet la periode tc j en effel, 
formant la difference cot(w + tc) — cot on trouve 



somme qui est evidemment nuile, car les termes se detruisent 
deux k deux. 

Enfin de la relation 

cot(a + cotw, 
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que nous venons d’etablir, on peut deduire la periodicity de la 
fonction sinw. En efFet, en integrant les deux membres de la re- 
lation ci-dessus, on a 


log sin(w -h tc)= log sin u ■+• logG, 
sin(z4 -h tz) = G sin u, 


ou C est une constante. Pour determiner cette conslante, faisons 


u = 9 nous aurons 

2 


sm^=Csm(- 5), 


et coznme la fonction sin u est impaire on a 

C = — i. 


D’ou la formule 


sln(u + 7i) = — sin u . 


DSveloppements en series de puissances . — Pour calculer les 
premiers termes du developpement de cotzz en serie de puissances 
dans le voisinage de u = o, on peut employer la meiliode suivante 
analogue a celle qui nous servira pour les fonclions de M. Weier- 
strass. On a 3 pour u inferieur k mn (en valeur absolue), 


T _ 1 U U 2 

u — /htz ~~~ Dm ih*tz’ 1 m^rc* 


portant cette serie dans le developpement de cotw cl ordonnant 
par rapport aux puissances de u , on a une serie de la forme 


cot u = - 
u 


u 3 






oi!i l’on a pose 



les sommes ^ ~ ? * sont evidemment nulles* 

car m prend des valeurs deux k deux egales et de signes ctm- 
traires. 

On peut obtenir le develonnement de sinu en serie entire en 



NOTIONS PRE LI MINA I RES. r 5 

integrant le ddveloppement de cotw, ce qui donne 


log sin u = log A. -i- log u — 

6 2 1C 2 4 TC* 6 TC« 

_ £l li! _ '!a _ 

sinu = Awe 2 ua 4 e «« “* y 

A d 4 signant une constante d’int 4 gration. Comme tend vers x 

u 

quand u tend vers o, on a A= i . Developpant alors l’exponen- 
tielle en sArie, on obtient nne serie entiere donnant sinxz. En 
identifiantle d 4 veloppement ainsi obtenu avec la s4rie connue 


sin m = u- 


u' 


w 5 


1 .'A . 3 1 . 2 . 3 . 4. 5 •*’ 

on obtient les valeurs des sommes s*, 5 3j .... On trouve ainsi 

211: 6 


tc- 

' l= r 


Tl''- 

Si ~ PTs’ 


J 3 = ^ 


3 s - 5 - 7 


Ces sommes sont bien connues t on les tronvera par exemple 
dans le Ccilcul diffcrsnticl de M. Bertrand, p. 421 .* pour verifier 
ainsi les valeurs ci-dessus, il faut se rappeler que 

n ~oq 


Sy — 




n =1 


car, dans 2 f , m varie de — oc a + oo, zero exclu. 


Exercice. — Nous ne nous arr^terons pas plus longtemps a la 
thdorie des functions sinw, cotw. Sil’on voulait Atablir une tb4orie 
complete de ces fonclions, en prenant comme seules definitions le 
produit (8) et la s 4 rie (9), on pourrait, en suivant une analyse 
d’Eisenstein ( Journal de Crelle, t. 35 , p. 191), montrer que la 
fonction f(u)=z cotu, d 4 finie par la sArie (9), verifie l’Aquation 
diffArentielle 


/'+/*- 


3 Si 


= 0, 


ou 


3 

TC 2 


: 1. 


En portantle dAveloppement de cot« en serie de puissances danc 
cette Equation et Acrivant qu’elle est vArifiAe quel que soit u , on 
aurait un autre moyen de calculer de proche en procbe les 
sommes s„. Nous indicrnoms ces resultats k tilre d’ exercice. 
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16. Fonctions trigonometriques en general. — On peut appeler 
d’une mani&re g^n^rale fonction trigonometrique une fonction 
f(u) rationnelle en cotzz, car le sinus et le cosinus d’un arc s’ex- 
priment rationnellement en fonction de la colangente de l’arc 
moitie que Ton peut toujours designer par u . Une fonction trigo- 
nometrique, ainsi definie, est uniforme; elle n’a d’autres points 
singuliers k distance finie que des p6les ; elle ne change pas quand 
on ajoute & u un multiple quelconque positif ou n^galif de tc : 
c’est ce que Ton exprime en disant que la fonction admet la 
piriode primitive tc, ses autres p^riodes ± 27 c, ±3tc, ... etant 
des multiples de la periode primitive. 

On peut mettre une fonction trigonometrique sous deux formes 
remarquables. L’une est analogue a la formule de decomposition 
des fractions rationnelles en fractions simples; l’eiemcnt de cette 
decomposition est la fonction cot (u — a) et ses derivecs ; c’est ce 
que l’on pourra voir dans le Traite d' Analyse dc M. Iler- 
mite, p. 321. L’autre forme est analogue & celle qui donne une 
fraction rationnelle sous forme du quotient de deux produits de 
facteurs lineaires; ferment qui remplace les facteurs lineaires 
est sin (u — a). Nous ne nous arr£terons pas & etablir ces for- 
mules qui nous sont inutiles pour la suite. 


j Relations algebriques. — Entre deux fonctions trigonome- 
triques 

*=/(»> r=f i(«)i 


de m£me periode tc, a lieu une relation algebrique definissant en- 
core une courbe unicursale, car/et f K sont des fonctions ration- 
nelles de cotw. 


Thdordme d } addition algebrique. — Une fonction trigono- 
metrique f(u) admet un theor^me d’addition algebrique : f(u + v) 
est une fonction algebrique de f(u) et f(v). 

Remarque' sur la periode des fonctions trigonomitriques. — 
Les fonctions que nous venons de considerer admettent la pe~ 
riodc tc 

/(m + tu)=/( w ). 

II est evident que par un changement lineaire de variable oa neut 
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faire en sorte qu elles admettent une periode quelconque 
suffit de poser 


on a alors 
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GfiNfiRALITflS SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


17. Definition. — Nous avons dit qu’une fraction rationnelle esl 
caracteris6e par la propria d’etre une fonction uniforme n’ayant 
d’autres singularity que des p6les. 

Nous avons remarqu6 ^galement qu’une fonction trigonome- 
trique (fonction rationnelle de cotwou de sin 2 u etcos 2 «) esl une 
fonction n’ayant d’autres singularity k distance finie que des p61es 
et admettant des pyiodes qui peuvent toutes 6tre composes 
par addition et soustraction avec une seule ptriode primitive rc. 
Mais ces propriety ne caractyisent pas les fonctions trigonomy 
triques : elles appartiennent par exemple k e smn qui n’est pas une 
de ces fonctions. Pour achever de caracl£riser une fonction Irigo- 
nometrique, il faudrait ajouter cette condition qu’elle poss&de un 
th£or£me d’addition alg6brique. 

Nous definirons d’une fa§on analogue les fonctions elliptiques 
par les propriety suivantes, qui les caractyisent compl6tcment : 

On appelle fonction elliptique une fonction uniforme 
rCayant , d distance finie , d } autre$ singularity que des pdles 
et admettant des periodes qui peuvent toutes Hre composies 
par addition et soustraction avec deux p&riodes primitives 2 o> 
et 2 a/. 

La fonction admet done les deux periodes 20 et 210 '; on dit 
qu’elle est doublement piriodique, tandis que les fonctions tri- 
gonom^triques sont simplement pyiodiques. Ellev<5rifie les rela- 
tions 

UO /(li + 2w) = /(«), f(ll + 2«>')=f(u), 

i r ok Ton conclut 

(m) f(u^%mu-\-'inw r )^f(u) } 

'm et n dyignant des entiers positifs, n6gatifs ou nqls. 
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Nous admettrons que le rapport^ est imaginaire; s’il etait 

reel? la fonction se reduirait a une fonction simplement periodique 
ou J une constante. C’est la un fait dont on trouvera la demonstra- 
tion dans la Note I et que l’on peut admeltre pour ne pas inter- 
rompre l’exposition. 

Les fonctions elliptiques sont ainsi ddfmies in abslracto . Nous 
allons ddfinir, par des sdries, les 6l6ments analytiques a l’aide 
desquels on peut exprimer toutes les fonctions elliptiques. Nous 
indiquerons en m£me temps leurs principals propriety, parmi 
lesquelles nous signalerons d£s & present 1’ existence d’un th^oreme 
d’addition algdbrique et l’existence d’une relation algebrique entre 
deux fonctions elliptiques aux m&mes periodes. 

Une premiere propriete, resultant imm6diatement de la defini- 
tion meme. est celle-ci : La derivee d’ une fonction elliptique est 
encore une fonction elliptique. En eflet, les relations ( 11 ) ajant 
lieu quel que soit u donnent par differentiation 

/'(« ■+■ aw) =/'(«), ' 

f(u H- 2 w') = /'(«). 

La derivee f'{u) admet done les periodes aw et W; elle est uni- 
forme comme/(«) et ses seuls points singulars a distance finie 
sont des p6les, car si f(u) est regulifere en un point il en est de 
m£me de f'(u), el si f(u) a un p61e en un point il en est de 
meme de f'(u). 

18. Paralieiogrammes des periodes. — La double pdriodicite 
peut se reprdsenter gdomdtriquement comae il suit. Soit u„ une 
quantity imaginaire constante, choisie au hasard; considdrons 
dansle plan repr4sentatif les points repr&entanl les quantitds 

Ko, w 0 dbaw, U 0 ±2w', It 0 ± 2 10 ± 2 to' 


et, en gdnSral, 

«ti-+- 2/n.ui-h anw', 

ou m et n sont des entiers quelconques positifs, negatifs ou nuls; 
ces points . foment les sommetsd’nn rdseau de paralieiogrammes 
tons 4gaux au paralldlo gramme P, qui a pour sommets les 
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points 

W 0 , *4 0 H“2Ci>, u 0 -^r ‘2W 1 , Z£ 0 -t- 210 -+- 2U)' S 

et recouvraat tout le plan. 

Si u est un point quelconque du plan, il se trouve dans un de 
ces parallelogrammes , le parallelogramme P, par exemple; le 
point « + 2(0 est dans un parallelogramme voisin dans lequcl il 


Fig. t. 



occupe la m 6 me position que u dans P'; en general, les points 
u + 2mu>-h2nd sont tous dans des parallelogrammes differents; 
ils occupent dans chacun d’eux la m£me place que u dans P; nous 
avons figure quelques-uns de ces points. On dit, pour abrdger, 
que ces points sont des points homologues ou cengruents du 
reseau des parallelogrammes. L’un quelconque de ces parallelo- 
grammes s’appelle parallelogramme des piriodes ou paralli- 
lo gramme iUmentaire. 

Les relations (n) expriment que la fonction /(it) reprend la 
mime valeur en tous les points homologues . Il suffit done de 
connaitre la fonction f{u) dans un des parallelogrammes, Ppar 
exemple, pour la connaitre dans tout le plan . 

19 . Th6or£me fondamental. Une fonction eUiptique devient n6- 
oessairement inftnie dans un paraUeiograxmne ei6m©ntaire, sinon 
$0© se r£duit £ une constant© . — En effet, si une fonction ellip- 
tiqpe etait fipie, da^s ua parallelogramme eieqaentaire^ ©lie serait 
finfe, en tons tas 'points £ distance finie * ou infini^, 4 cat tip de la 
dpuble periodicity ;ce serait done une constant© (n a v$),. 
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20. Une fonction elliptique a un nombre limite da poles dans un 
paralieiogramme diementaire. — Le theoreme precedent montre 
qu’une fonction elliptique a an moins un p61e dans un parallelo- 
gramme; nous voulons montrer qu’elleen a unnombre limits. En 
effet, supposons que, dans P, une fonction f(u) ait une infinite 
de pdles; divisons le paralieiogramme en quatre en joignant les 


Fig. 2. 



milieux, des cdtes; dans un de ces quatre paralleiogrammes au 
moins il y a une infinite de pdles. Divisons-le encore en quatre en 
joignant les milieux des cotes; dans un des nouveaux parallelo- 
grammes au moins, il y a une infinite de poles. En continuant 
ainsi, on obtienl une suite de paralleiogrammes tendant vers un 
point a du plan et con tenant tous une infinite de pdles. En ce 
point a la fonction n’est ^videmment pas reguli&re : le point a est 
done un point singulier; mais il ne peut pas dtre un pdle, car un 
p6Ie est n^cessairementisol^ et nous venons de voir que, dans une 
aire aussi petite qu’on le veut autour de il existe une infinite de 
p61es. Ce point est done un point singulier essentiel de la fonc- 
tion, ce qui est impossible, puisqu’une fonction elliptique, par 
definition , n’a d’autres points singuliers que des pdles dans 
un paralttlo gramme . 

Le theoreme que nous venons de deraontrer est d’ailleurs une 
consequence immediate de la proposition generale du n° 7. 

Ainsi, une fonction elliptique a un nombre limite de pdles 
dans un parallelogramme elementaire, tout comme une fraction 
rationnelle en a un nombre limite dans toutle plan. 

Nous allons donner une premiere expression anaJytique des 
fonctions elliptiquesmettanten evidence ces pdles etleurs parties 
principales; celte expression jouera le m6me rdle que la formule 
.de decomposition des fractious rationnelles en fractions simples. 
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Voici comment on forme la fonction qui joue dans la theoric 
des fonctions elliptiques le m£me r61e qne la fraction simple 

dans la thdorie des fractions rationnelles. 


21. Fonctions o', £, p, Z, H. — Nous avons rappeU pr^cedem- 
ment le developpemeDt en produit de sin u 


mettant en Evidence les zeros : o, dire, dr 211 de cette fonction. 

Par analogie nous allons former avec M. Weierslrass une fonc- 
tion r^gulifere, comme le sinus, en tous les points a distance finie 
et admettant comme z£ros le point u = o et tous les points 

, ( m = o. ±i, dr 2 , . . . \ 

2mw + 2/uo , , U 

\ ti — o j dr i , dr 2^ * . . / 

homologues de Porigine dans le r^seau des paralldlogrammes. 
Posons, pour abr^ger, 

tt>=:2mw4-2/ia/, 


et consid£rons la fonction d£finie par la formule 




W I 1 

[ m = o, ±i, ± 2 , 

dr co \ 

U- 



) «=0, ±1, ±1, 

dr co | 

\ 


1 i 

| (v = amw + an w' 

, w sc o exclus 

i 


dans laquelle il faut, pour former le produit infmi, attribuer k 
la quantity w toutes les valeurs contenues dans Pexpression 
2 m co + 2 /uo', k l’exception de la seule valeur o qui correspond k 
m = n = o. 

Quand cette exception doit£tre observe dans un produit infini 
ou dans une somme infinie, nous le rappelons en faisant suivre 
d’un accent la caract£ristique 13 ou 2 du produit ou de la somme. 
Actuellement, nous admettons la convergence du produit (i$); on 
en trouvera une demonstration dans la Ntfte IL 

La fonction du ainsi d£finie s’annule settlement anx points 
m = o et w = pp = 2 mci) + anci)'; elle ne devient inimie 
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pour des yaleurs furies de u . On voit que cette fonction a un 
a£ro simple et un seul dans chaque parallelogramme el^mentaire. 
Tous ces zeros sont des points homologues du r6seau de paralle- 
logrammes. 

Cette fonction d est impair e comme un sinus 

— u) = — till] 


en effet, comme m et n prennent toutes les yaleurs de — oo a + oo, 
on peut, dans l’expression du produit, changer m et n de signes 
sans changer ce produit 5 on a done aussi 

tt7 u \ — 

du = “11 ( I_h w) e W * 


Mais alors, en changeant u en — u et comparant au produit (i 3 ), 
on voit que d ( — u) = — du. 

Enfin, il r^sulte du produit infini que le rapport — tend vers 1 
quand u tend vers zero. 

De m^me que Ton ddduit la fonction cot u de sinw, en prenant 
la d6riv^e logarithmique, nous consid^rerons la fonction obtenue 
en prenant la derivee logarithmique de du 
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d logtfM 
du 


u 
C 1 u 



Nous designerons pour abr^ger cette nouvelle fonction par 
— (u) ou £ u . La s^rie qui definit X>u est analogue a celie qui de- 

fmil cot?7. Elle montre que la fonction a pour p 61 es simples 
tous les points u = 0, u — amo + 2 710/, avec le residu + 1 . En 
effel, la difference 

„ 1 
lu 

U — 2/710U — 2/10) 


oh m et n sont des entiers determines, est reguliere au point 
u = 2/720) + La fonction £ a done un p 61 e simple de re- 
sidu + 1 dans chaque parallelogramme elementaire. II en est de 
mfime de la fonction u — a), ou a est une constante; cette 
fonction a comme seuls points singuliers les points u = a el 
u = a -f 2 m o) 4- 2 n 0)', qui sont des p 6 les du premier ordre de 
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residu + 1; il j a un de ces p 61 es et un seul dans chaque parallel 
logramme. Ainsiw=aestunp 6 leet Ja difference £(w — a ) — - 
est r£guli&re ail point u = a. 

La fonction est ixnpaire comme la cotangente; on peut le 
verifier directement on le conclnre de ce qne du dtanl impaire, sa 

ddrivde d f u est paire et le quotient ~ impair . 

Pour 6tudier les propri6tds de cette fonction prenons-cn la d<5- 
riv^e et appelons pu cette d^rivee chang^e de signe 


05 ) 


t P __ I V' T 1 

du? ~~ u 2 ~^2d (u — w) 2 



cette fonction £tant la d^riv^e d’unc fonction impairc esl paire : 
elle a pour p6les doubles les points u = o, u = 2 mo + 2 mo 1 ; la 

partie principale relative k l’un de ces p 61 es est 7 1 , 

1 A r ( u — '2/nto — a/iw /) 2 

le r6sidu correspondant est nuL Cette fonction pu est done 
analogue k la fonction donnee par 


t _ _ log- sin u 
sin 2 a da 1 


±+y ! 

a 2 Jdd (u— nnzyt 


La fonction p[u — a), oil a est constant, a pour p 61 es doubles 
les points a et a -+- a m n> 4- 2 n to' ; la partie principale relative a 

un de ces p 61 es est i 1 7 a un de ces pdlcs 

el un seul dans chaque parallelogramme 6l£mentaire. 

Periodicity de pu. — La fonction pu admet les deux p<C 
riodes 2<o et 2 c/. 

En effet, si l’on forme la difference p (u + 20) — pu, on a 


p(u+ja)-j)tt= 1 L -j-'V |\ i I 

(u- t-2«) s U 2 ^d|_(«-|- 2 W — «>) s (u — «i)*J 

”2 j[M — 3 (/n. — 1)(0 — 2 /llo'J s ~ (M~ 2 rtUO-- 2 nO»')*|' 


oh la deratere somme est etendue k toutes les valeurs de m et n 
sans exception. Cette derni£re somme est evidemrnent. null®, car, 
en considerant les termes qui correspondent h une m£i»e valeur 
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de n, on voit qu’ils se d^truisent deux a deux. On a done 
(16) p(« + aw) = pK; 

de m&me, on trouverait 

(16') p(M+2to') =pK. 

Effet de V addition des periodes a l’ argument de £ u. — In- 
legrons ces deux demises relations en nous rappelant que 1’inie- 

It 

grale de pu est — — ou — nous aurons 

( C(M-f-aw) + 27), 

| ^(a + 2U)') = £w-b27j' ? 

oil yi et V d^signent deux constantes introduces par l’int^gration. 
En faisant dans ces relations u = — to, puis u = — to', on a 

?(«) = C(—co) + 27 i, t(co') = C(— co'^H-aV, 

d’ofr il rdsulte, puisque £ est impaire, 

(18) -n = ?(w), V = £(<*>'); 

ces constantes r\ et 7/ sont ainsi exprimees par des series con- 
vergentes. 

Notation de Jacobi et de M . Her mite. — Dans la notation de 

tf f 

M. Weierstrass e’est cetle fonction — ou £ qui jouele m£me r 61 e 

que ^ dans la theorie des fractions rationnelles. Dans la notation 

de Jacobi, ldg&rement modifi^e par M. Hermite ( Crelle , t. 84 ), 
ce r 61 e est jou6 par la fonction impaire 

(19) Z(k) = £w— £ u , 

qui ne diff&re de £ que par un terme lin^aire en u choisi de telle 
fagon que Z(m) admette la p^riode 2 to. On a, en effet, 

Z(w4-aco) — Z(m) = + 2 0 )) — £ W — 27 ) =0, 

Z(it + 2to) = Z(w); 

Z(w 4 - 2 coO~Z(tt) = ^(u + 2(o , )-?w-^ ? 

Z( W 4- W) = Z(m) — ~ ( 7 ]o/ — (OT)'). 


puis 
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Dans la notation de M. Weierstrass les deux p^riodes jouent 
done un role sym^trique, Landis que dans celle de Jacobi une des 
pdriodes joue un r6le special. 

Nous verrons plus loin que la constante 7)to' — tor/ n’est pas 

nulle; elle a pour valeur ± ~ ou il faut prendre le m&me signe 

<£ f 

que le signe du coefficient de i dans le rapport — • 

Pour le moment nous poserons 
(ao) 7 )(o r — ti)r/= o. 

Alors Z (u) v&rifie les deux relations 


(ai) 


( Z(wH-aco) = Z (u), 

) a 8 

J Z(m 4 -W) = Z(w)- — • 


La fonction Z (u), ne differant de que par un terme lin^aire 
en u , a les m£mes points singuliers et les m£mes parties princi- 
pales. 

Ainsi, cette fonction Z (u) a pour p6les simples de r^sidus + i 
tous les points u = o, u = 2 wco + a/ito'; il y a un de ces p6les 
dans chaque paralleiogramme ; ils sont tous homologues de l’ori- 
gine u = o dans le r^seau des parall 61 ogrammes. 

La fonction L(u — a) a pour p 61 es simples de rdsidu 4- 1 )es 
points u = a et M = 2m to 4- 2/i(o ; , homologues du point a 
dans le r£seau des parallel ogrammes. Par exemple, dans le voisi- 

nage de u = a, on a : Z (u — a) — u l_ a egale fonction r^guli^re. 


Effet de V addition des p&riodes & V argument de du et 
de H(w). — Si Ton int&gre de nouveau les formules (17) oil 

y. < i'll 

\u— ■— j on a 

log ^(m H- 20) ) = logtf IL - 4 - 27 ] ll IOgC, 
logo^w-i-au/) = loga^M-|- 27 )'wH-logc', 

logc et logc' designant des construes d’ integration. En passant 
des logarithmes aux nombres, il vient 

o' ( u h- 2 to ) = ce 2 r i u o' u, 
o ; (u-t- 2 co , ) = e'e^o'w. 
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Dans la premiere de ces formules faisons u = — wet rappelons- 
nous que, d u ^tant impaire, on ad( — to)= — tfo). Nous trouverons 

— _ 1? c = __ 

La seconde relation donne de meme 

c' = — 

La fonction d v^rlfie done les deux relations 


. . O’ M-H2 0J = — 

( 22 ) { 1 

[ u -+■ aw') = — u. 

On conclut de la, par l’application r£p£t£e de ces formules, la 
valeur de d(u + am to -f- 2 /zco') en fonction de du, me in desi- 
gnant des entiers positifs, n^gatifs ou nuls. Cherchons d’abord 
l’expression de d(u-h aw + 2 co'). Changeant, dans la seconde 
des formules ci-dessus, u en u + 2w et tenant compte de la 
premiere, on a 

■+■ 2(0 -f- 2(o') = e2(-/]4-TQ , )(M4-(OH-(O r )-h2(-0W , -WY) f ) a ' W . 

Mais, comrae V — tdr\ r =± on a 

(23) &(u H- 2(0 •+• 2U>') = — e 2( 0+*) 

On v6rifiera de m&me que, m eU £tant deux entiers quel- 
conques positifs ou n£gatifs, on a 

(24) -h 2 mu -1- 2/uo') = ( — i)/«/i+w+ne2(w^-+-7iYi , )(in-/nco-i-rtw , ) cr ' M . 


Dans la notation de Jacobi onremplace la fonction o’, dont la 
d6riv6e logarithmique est %u, par une fonction H(w) ( h&tade u ), 
e*galement impaire, ayant pour d< 5 riv<§e logarithmique Z(w) (seta 
de t*) 

W(U) -.Z ( B) =5 “_a B . 
v ' O' u 


H («) 

On a done, en integrant, 


log H( w) = log 0^ M — — W 2 -h logp, 


logp d^signant une constante d’int^gration, et, par suite, 
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Pour determiner p, divisons les deux membres de la rela- 
tion (20) par u et faisons tendre u vers zdro; ^ tend vers 1, 
vers la valeur H'(o) de la d6rivde pour u = 0. On a 
ainsi p — H'(o), et la formule ( 25 ) devienl : 


H(a) 

H'(o) 


£ 2(0 


La fonction H(w) admet les m6mes zeros que du. Elle v< 5 rifie 
les deux relations 


f H(it -h 2 to) = — H(k), 

(26) 1 23 . , 

( II(« + aw')=-« w H(h), 

ou S designe comme plus haul la quanlite — coV* Ces relations 
se tirent, soitdes relations que verifie d, soil, par Immigration, dc 
celles que verifie Z. 

Eneffet, integrant les relations (21), on a, puisqueZ(i/) = > 

logH(w-h2w) = log H ( u) - 4 - logc, 

St 0 

log H(w -4- 2tO r ) = log H (u) — — u H- logo', 

ofi c et c' sont des constantes. On en deduit 
H( u -+■ 2 to ) = c II ( a>, 

H( u -H 20/) = e'e M "ll (w). 

Faisant dans la premiere m=— co, on a, comme H est impaire, 
c = — 1 ; de mime, faisant dans la seconde u = -~ co', on a 

2 3 «) > , 

c'= — e “ . On a bien ainsi les formules (26). 


22 . Remarque. — On a d£s & present des exemples de fonctions 
elliptiques. Ainsi la fonction pu, qui n’a que des p 61 es it distance 
finie et qui admet les deux p^riodes 210 et 2 w', est une fonction 
elliptique; il en est de mime de ses d£riv6es p'«, p"«, 

Les fonctions o'; H, X,, Z ne sont pas elliptiques, car elles. n’ad- 
mettent pas les deux period es 20) et 2w'. 1 

Nous allons montrer coriiment, avec les seuls Elements analy- 
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tiques nouveaux que nous venons de definir et qui se deduisent 
tous de du, on peut exprimer Louies les fonctions elliptiques. 


23. Oas de d6g6n6rescence. — Lorsqu’une des p^riodes 2 co 
ou aio'devient infinie les fonctions d et p se r^duisent a des fonc- 
tions connues. Supposons, par exemple to', infini et prenons la 
fonclion p. Dans la s£rie qui defmit pu : w est infini dans tous 
les termes oil figure o', c’est-a-dire ou n est different de z^ro. 
Tous ces termes sont done nuls et p(u) se r6duit k la fonclion 


p(u, « 0 '=e c) = 


U 2 


.yT — i 

Jmd |_ ( W — 2 


2 m to ) 2 4 w 2 




la somme S' dtant etendue aux valeurs positives et negatives de 
Tentier m ) z£ro exclu. Comme la s£rie ^ ^ est convergente et 

TC 2 

a pour somme y> on a 


jd(j^o)'=co)= — 


TC 2 

1 2 CO 2 


_I_ T 

Jmd (U — 2 m (0 ) 2 


Mais alors, en comparant a la formule 


1 — 1 vr 1 

sin 2 z ~ z ' 1 Jrnd (z — hit: )* 3 


on a 
( 2 7 ) 


p(u, U>' = cc) = - 


n z tc- 


I2t0 2 . n TZU 

sin 2 — 

'2 tO 


En integrant et changeant les sigoes, on a 


(■28) 


TC 2 


C( B> «'=»)= —u 


TC TC U 

— cot J 

2 0) 2 O) 


sans ajouter de constante, car £ est impaire. 

Enfin, int^grons de nouveau et passons des logarithmes aux 
nombres; il vient 

TC* 

d(u. to = oo)= c<s 2it0 sin — > 

K ’ 1 2 CO 


oil c est une constante d’int6gration. Pour la determiner, divisons 
par uei faisons tendre u vers z£ro, en nous rappelant que tend 
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vers i . On a alors c — = i et enfin 
20 ) 


09 ) 


2 to — h * 

U)'=00)= g24tO s sin 

7U 


2 0 ) 


On voit ainsi que l’analogie avec les fonctions trigonom^triques 
devient l’identitd quand une des pdriodes est infinie. 

Supposons que les pdriodes soient infinies toutes les deux. 
Alors dans la sdrie p(u) tous les termes sont nuls, sauf lc pre- 
mier, et Ton a 


integrant et changeant les signes, on a 

o" 1 
s' u’ 


On voit, d’apr&s cela, que la th£orie que nous allons d^velopper 
donnera, comme cas particulars, les formules relatives aux fonc- 
tions trigonom^triques ou aux fonctions ralionnelles, suivant que 
Tony supposera une p^riode infinie ou les deux p^riodes infinies. 


II. — Premiere expression res fonctions elliptiques. Decomposition 
en Elements simples. Consequences. 

24. Cas des p61es simples. — Soil f(u) une fonction elliptique 
ayant les p61es a, 6, c, ..., I dans un parall^logramme £l<Jmen- 
taire P, ces p6les dtant d’abord supposes simples et les rdsidus 
correspondants £tant A, B, L. Alors, dans le voisinage du 
point a , on a 

f(u) = — fonction r£guli£re, 
dans le voisinage de b 

B 

/(w)= — — g 4- fonction r^guli^re, 


Formons la fonction 

’ *(w)=/0)- A Z (u - <*)- B Z(a — 6 )-. . h Z l ). 
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Cette fonction est r^guliEre dans le parallelogramme des pe- 
riodes P, car dans le voisina^de u — a, par exemple, on a 


A 

/(w) = -4- fonction reguliere, 

l(u — a) = + fonction reguliere, 

done 

/(w)— A Z(w — a) = fonction reguliere, 


et, de plus, toutes les autres expressions Z(m — &), . . . , Z (u — l) 
sont r^gulieres au point a. 

D’ailleurs, /( u ) admettant les pEriodes a to et 2 to', on a, d’apres 
les propri<§t£s de Z (u) (£q. 21 ), lr S~\ 

{ ' / 


( 3 o) 


1 


<t>(& H- 2to) = <£( w), 
■ 2 to') = 4 >( u 


I $0 


(A + B< 


•L). 


D’apres ces Equations, la fonction $(u) est reguliere a?a/w 
le plan k distance finie/ car elle est reguliere dans le parall6lo- 
gramme P, et, dans les autres paralMogrammes, elle prend des 
valeurs qui ne different que par une constante de celles qu’elle 
prend dans P. 

Nous allons d^montrer que <£ ( u) se r^duit necessairement a une 
constante . En effet, la ddrivEe 3 >'(m) est rEguli&re dans toutle 
parallelogramme P, car la d^rivEed’une fonction r^guli&re est une 
fonction rEguliEre; de plus elle admet <§videmment les deux pe- 
riodes 2 to et ato', comme on le voit en diffdrentiant les for- 
mules (3o). 

Cette d^rivEe Q 1 (u) est done constante, comme etant une fonc- 
tion r^guli&re avec deux periodes (n° 19) 


done 


$'(m) = Ci ; 
$>(m)= Gi^-hCo, 


Ci et C 0 dEsignant deux constantes. Mais, comme <t>(^+ato) 
doit 6tre <5gal k <6(a), C 4 doit 6tre nul et <S>(u) se rekluit k une 
constante C 0 . Ainsi la difference appeUe $(w) est constante. On 
a done la formule 

(3i) f(u)z=C o + AZ(^ — a)+BZ(s-6)+.M+LZ(^ — l ), 
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due a M. Hermite et appelee formule de decomposition an ele- 
ments simples . Cette formule est analogue k la formule de de- 
composition d’une fraction rationnelle en fractions simples. 

25. La somme des r6sidus d’une fonction elliptique en tous les 
pdles situes dans un parallelogramme des pdriodes est nulle. — E 11 
effet, nous venons d’appeler A, B, . L les rdsidus relatifs aux 
p61es situes dans un parall6logramme des pdriodes; nous avons 
trouve que $(u) est une constante : alors on a dvidemmenl 

4- aco') — $(m) = o. On a done d’aprds la deuxidme for- 
mule (3o), puisque 8 est different de z£ro, 

(32) A + B+ ...+ L = 0. 

Le thdordme est done ddmontrd. 

Ainsi, toute fonction elliptique n’ayant que des pdles simples 
peut se mettre sous la forme (3i), oi les constantes A, B, . , L 
ont une somme nulle. 

Inversement toute fonction d^finie par une expression de la 
forme (3i),oules constantes A, B, ..., L ont une somme nulle, est 
une fonction elliptique : en effet, cette fonction n’a d’autres sin- 
gularity 3 distance finie que des pdles simples et, d’aprds les pro- 
prices de la fonction Z, on a 

/(b + jb')- /(«) = — ^ (A + B-K..-t-L)=o. 

26. Formule de decomposition en 616ments simples dans le cas 
oft certains pdles sont multiples, — Nous avons, pour plus de sim- 
plicity suppose d*abord que la fonction elliptique consid<3r<5e 
n’avait dans un parall^logramme dl&nentaire que des pdles 
simples. Le cas oil la fonction possdderait des pdles multiples 
peut dtre regards comme un cas limite du prudent : il suffit de 
supposer que plusieurs des pdles simples viennent k coincider. 

Mais nous traiterons ce’ cas directement, par la mdme methods* 
que le prudent. Nous obtiendrons ainsi F expression la plui 
n^rajie des fonctions elliptiques et cela encore avecle s^tfcl ^ldmenji 
anadytique Z(u) et ses ddrivdes. 
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SoieDt a, les poles de la fonction f(u) dans an paral- 

l^logramme el6mentaire et 


?i (*0 = 


?aCw) = 


it — a (t4— -a) 2 u — a)' d 


(u — a )* 


B 


B, 


it — & (tt — 


(tt 6 JP 


les parties principales correspondanles. La difference 

<!>(«)= /(«)— ‘[a Z(u-a)— A, Z'(« -«)•+• Z'(w — «) + ... 

+ (- l ^ _1 T z;a -‘’(M - «)1 

i - 2 ... a — i j 

-[^BZ(«-6)-B,Z'(u-6)+ ~1 Z"(«_ 

+ (- 1 )H ( Z(p-»)(n — b) 1 


est encore une constante; en effet, dans le voisinage de u = a 
par exemple, on a 

Z (u — a)-= -4- fonction reguliere, 


Z'(u — a) — — 


Z n {u-a) = 


- 4- fonction reguliere, 

( u — a) 1 ° 

r 1 1 — : 4- fonction reguliere, 
( u — a )* & ’ 


Z — a) = (— i)*- 1 --- 4- fonction reguliere. 

v J K {u~a) x ° 

Done 

AZ(w — a) — Ai Z'( w — a) 4 - ^ Z ff (tt — a) 4-. . . 

( t )a--a 

4- -j— j — — a)= (p 1 (w)4- fonction reguliere. 

Comme dans le voisinage de u = a, on a aussi, par hypothese, 
/(») = <p 4 (it) 4- fonction reguliere, 

on voit qne $(w) est r£gnli&re au jppin^ a ; il en est de m6me des 
A. et L. 3 
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autres p61es. D’ailleurs on a, d’apr&s les propri^t^s des fonclions Z, 

<3>(ZZ -h 2 CO) — <t>(zz)> 

9 3 

<£( z^ -t- an/ ) = ^(w) — * (A -f* B H-* ..H-L), 

to 

car les fonctions TJ{ii ), 7J l (u) sont doublement pdriodiques. On 
verra, comme plus haut ? que la fonction r^guli&re <D est constantc 
el que, par suite, la somme des r&sidus A + B+. . . + L est nulle . 
L’ expression generale d’une fonction clliptique est done 

I /(«)= Co + 2 [aZ(« — a)— A,Z \u-a) 

+ Ai Z*(u-a)+... 

+(— I)a-t — — Z<«-‘> ( U. - a )1 , 

la somme S 6tant Atendue & tous les p6les situ^s dans un paralld- 
logramme, avec la condition 

(3s) A + B+...+ L = o. 

Ainsi, de m£me que toute fonction rationnelle est une combinaison 
lin^aire & coefficients constants de termes de la forme 

T T ! _ 

u — a ’ ( u ~ a )* ’ ’ ( u — a j* ’ 

avec la convention que u — oo = toute fonction clliptique csl, 

a une constante additive pres, une combinaison lin^aire, & coef- 
ficients constants de termes de la forme 

Z (a — a), Z'(u — a), Z — a), 

avec la condition que la somme des r^sidus [coefficients des termes 
tels que Z (u — a)] est nulle . 

Inversement toute fonction f{u) } d^finie par une expression de 
la forme (33), ou 

A H” B H- • . , 4* l ss: 0, 

est une fonction clliptique , car on v^rifie imm^diatement les re- 
lations 

/(w + aw) — /(>)= 0, 

/(it + aw')-/( w) = — “(A+B+.,.+ L)=o. 
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27. Formule de decomposition en elements simples avec les 
notations de M. Weierstrass. — La formule (33) que nous tenons 
d’6tablir peut s^crire comrne il suit. Nous avons pose 

Z(u) = lit — - ic. 

to 

Done, en differentiant et se reportant a la definition de pu 
comrne la d&rivee chang^e de signe de — 

Z'(u) 

z '(«) = — p' U, 

) 

Z^ _1) (u) = — p(ot-i) ic. 


Faisant ce changement de notations, on a la formule 


(34) 


f(u) = Do +2 [a S(k — a) -+• Ai p (it— a) — p'( u — a) . . 


ofiD 0 d^signe une nouvelle constante et ou la sommeS est encore 
etendue a tous les p61es situSs dans un meme parall&ogramme 
des p&iodes. Les termes Kn^aires en u qui semblent s’introduire 

quand on remplace Z (u) par ^ u ) disparaissent, car leur 

coefficient est — ^(A.+ B+.,.+ L), e’est-a-dire o. 


28. Remarques. — Dans ces formules de decomposition nous 
avons suppose les p61es a, b, . . . , l situds dans un m£me paralU- 
logranime. Cette restriction est inutile en ce sens qu’on peut 
toujours remplacer cbacun des pdles par un point homologue. 
Ainsi soit 

a'=i a-H2wzo) + 2/i(o f 


un point homologue de a, on a 

Z(u— a) — Z (u — a'-h i /nto -h f inu> r ) > 
= Z(w — ^ f ) — « — . 

v \ co 
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Remplagant Z (u — a) par cette valeur, on voit que la formule 
reste la raSme. La seule valeur de la constante C 0 est modifiee. 

Une autre remarque est celle-ci. Quand on fait choix d’un 
parallelogram me elementaire P de sommets 

uq , u 0 -\- 2 to, 2 to', zi 0 -h ato -+• 2 to', 

il peut arriver qu’il y ait des p61es tels que a , par exemple, sur 
un cdte et, par suite, d’autres pdles tels que a + a (o' sur le cAte 
oppose. On peut etre embarrassd pour savoir quels sonL ceux de 
ces pdles qu’il fautregarder comme etantdans le paralleiogramme. 
Alors on remplacera le paralleiogramme P par un autre trace cn 

Fig. 3. 

P 


pointilie, obtenu en deplagant injSniment peu le point u 0 en r 0 de 
fagon k eviter qu’il y ait des p6les sur les cdtes. La mdme re- 
marque sera utile plus loin pour le cas oil il y aurait des zeros sur 
des c6tes. 

29. R6gle pratique pour la decomposition d’une fonction ellip- 
tique f(u)en elements simples. — Il faut tout d’abord determiner 
les pdles de cette fonction dans un paralleiogramme des pdriodes, 
arbilrairement choisi d’ailleurs; soient a, b, . . / ces points. 

Il faut ensuite determiner la partie principale de f(u) relative 
k chacun de ces pdles. Supposons, par example, quele pdle a = a 
soil d’ordre a : alors le produit 

+(*0 = ( u — a)*f(u ) 

est regulier et different de zero pour u = a. Si done on deve- 
loppe ce produit, par la formule de Taylor, dans le voisinage 
de u = a, 

<K W ) “ Aqj— r+- A#*.^ u — a) h- A a— s ( w — <x )*•+■•• • 

A(u-^ (w — a)*g(u), 

g(u) etant une serie entidre en (u — a), ou a, en egalant ce de- 
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veloppement a ( u — #)“/(&) et divisant par (a — a ) a , le d^ve- 
loppemem 


/(*0 = 


Ag-i 

(u — ct)* ( u — a)*~ L 


Ag-2 




At 


( ii — a ) 2 zz. — a 




qui met en Evidence la partle principale cherchee. On peut alors 
ecrire la formnle de decomposition, quand on a fait ce calcul pour 
chacun des p6les situ^s dans le paralUlogramme choisi. D’apr&s 
une remarque que nous avons faite, on peut, dans ces calculs 
comme dans la formule finale de decomposition, remplacer chacun 
des pdles tels que a par un point homologue a + 2 /wo + 2 /iw ; . 

La principale difficult^ pour la decomposition en elements 
simples est la determination des poles a, 6, . . Z, de m£me que 
pour la decomposition d’une fraction rationnelle, la principale 
difficult est de trouver les racines du denominateur. Nous re- 
viendrons sur ce point au n° SO. 


30. IX ne peut pas exister de fonctions elliptiques ayant dans un 
paralieiogramme un seul p61e, si ce p61e est du premier ordre. — 
En effet, si la fonction f(u) n’avait qu’un p6le simple a de re- 
sidu A, la formule precedente (3i) donnant f(u) ne contiendrait 
qu’un Lerme AZ (u — a ). Mais la somme des residus etant nulle, 
on aurait A = o et f(u) = C 0 . La fonction serait done une con- 
stante et n’aurait pas de p6le. 

Maisil existe des fonctions elliptiques ayant dans un parallelo- 
gramme deuxpdles seulement, simples tousdeux , u = a et u=b. 
En effet, dans cette hypoth&se, la formule (3i) comprend deux 
termes et l’on a A B = o ; la fonction /( u) est alors 

( il) = Go A [ Z ( u *— cc ) — Z ( il — b )] . 

II existe aussi des fonctions elliptiques ayant dans un parallSlo- 
gramme 6l6mentaire un seul p61e, pourvu qu’il soit d’ordre sup& 
rieur au premier; le r^sidu relatif A ce p6le est nuL C’est ce qu 
a lieu, par exemple, pour pu qui admet l’origine et les points 
homologues comme p61es doubles de residus nuls. 

D’une mani&re g£n£rale, les d<$riv6es et les puissances positive* 
de p u sont des fonctions elliptiques ayant dans chaque paralldlo- 
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gramme un seul p61e homologue du point u = o; ce p6le est 
d’ordre sup^rieur a i et le residu correspondanl est nul. 

31. Exemple. Decomposition de p 2 w en elements simples. — La 
s6rie qui definit pu montre que, dans le voisinage de u=z o, on a 

pu== i* 

Gc(u) etant une fonction r6guli£re au point o d^finie par la s^rie 

Comme G(&) est paire et s’annule manifestement pour u — o, 
on a, en d^veloppant cette fonction en serie de puissances dans le 
voisinage de u = o, 

G (ll) = £? K* -t- ^5 W* 

' I 20 ‘28 7 

oik, conform^ment aux notations de M. Weierstrass, nous appe- 
Ions — et ^ les deux premiers coefficients 



Ces expressions de g 2 et g 3 s’obtiennent imm6diatement cn 
d^veloppant chaque terme de la s£rie (35) suivant les puissances 
ascendantes de w, par la formule 

T T 2U 3 K 2 4 5w 4 

(14— wf ~ W* W* + W 4 ^ W* H “‘“’ 

puis en ordonnant la somme par rapport aux puissances ascen- 
dantes de u* 

On a done, dans le voisinage de u = o, 

3 7 ) + S“ 4 + -"> 

et en ^levant au carr£ 

Consid6rons un paraUilogramme des p^riodes entourant le 
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point = o ; dans ce parall£logramme p-u a, comme seal pdle, 
u = °5 ce P^le est d’ordre 4 et la partie principale correspon- 

danteest — ? d’apr^s le developpement ci-dessxis. Dans laformule 

de decomposition en elements simples (34) il faudrait done 
prendre un seul pdie <3=0, puis a = 4, A = A, = A 2 = o ; 
A 3 = 1 . On a alors 

(38) p 2 u = D 0 -+- - p" w, 

D 0 d^signant une cons tan te. 

II est d’ailleurs ais6 de verifier directement cette formule. 
D’apr£s le developpement de pu on a, en diffrirentiant, 


p'u — — — w 3 

10 7 

p”u = ^ + 

r w 4 10 7 


Done la difference 


<t>(iO = p 2 w- 


est r^guli^re au point u = 0 , car, dans le second membre les 
termes en^ disparaissent. La fonction $(w) est done reguliere 

dans tout le paralieiogramme eldmentaire considere (contenant 
I’origine), et, comme elle admet les deux periodes aw et 20 /, elle 
est egale a une constante D 0 . 

La formule (38) est ainsi vtfrifiee. Pour determiner la constante, 
on donnera h. u une valeur particuli£re. D’apris les developpe- 
ments de p 2 et de p\ on a, dans le voisinage de u == o, 

D.=>p*»-ip*u = g-K. M 


d’ou en faisant m = o, D 0 = —• On a ainsi la formule 
(39) 


On formera de meme, a titre d’exercice, les expressions de 
p*u, p*u, ... en fonctions lin6aires de p, p', p 1 ', . . . par la for- 
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mule de decomposition en elements simples. Ces expressions se 
lirent aussi desformules obtenues en differentiant la relation (3p) 
un nombre quelconque de fois et tenant compte de la relation que 
nous allons dtablir entre j> et p r . 


32. Relation algebrique entre pu et sa d6riv6e — Mulli- 
plions les deux membres de la relation ( 39 ) par p 1 11 et inl£grons 
par rapport a u ) nous obtiendrons une formule qu’on peut dcrire 

p'*=4p 3 ~^ 2 ;p-t-C, 

ou C ddsigne une constante. 

Pour determiner cette constante, on remplacera encore p, p 1 
par leurs d^veloppements en sdrie donnas plus haut : on vdrifieru 

que les termes en ^ disparaissent, et en faisanl ensuitc u = 0 , on 
trouvera C = — g%- On a done la relation 
f 4o) p r *=4;p 8 -- AP — 

algebrique en p et p r . 

Cette formule donne la d^riv^e de la fonction inverse de pu. 
Faisons 

p(*0 = s } 

d’ou Ton lire, en imaginant liquation r^solue par rapport k u, 


u-avgpz, 


e’est^-dire u dgale F argument dont le p est z. La formule (4o) 
donne alors 



= 4^3 — ^2^ — ^3, 


da 

dz 




■g)Z — gs 


La ddrivde de u par rapport 4 z est done algdbrique en z, tout 
comme la ddriv^e de arc sin 
Comme z est infini quand u est nul, on a 


(40 




dz 

/£**- gyz — gi 


formule permetlaat de calculer u en fonction de z. 
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33. B6veloppements en series de puissances de pit, Cct, cfu. — 
Les constantes g 2 et s’appellent les deux invariants . Ces 
constantes £tant connues, on a, comme il suit, les ddveloppements 
en series de p, 

Faisons, dans le voisinage de u = o, 

( 4^) p M “ — •+- Ji 2 + C 3 U r * H- . . . -1- C\ 

Les deux premiers coefficients sont 


(43) 


c 2 = 


£2 


c 3 = 


gz 

2* . 7 ’ 


Les suivants se calculent facilement par voie recurrente en 
substituant le d^veloppement de p dans l’equation 




et identifiantles deuxmembres. On trouve ainsi, pour \ plus grand 
que 3, laformule rEcurrente 


(44) cx= 


(aX-hi)(X — 3) 


— 3)2, 


c v cx_ v tv = 2 , 3, — 2 ), 


qui monlre qne tous les coefficients sont des polynomes en g 2 et £v 
Ainsi 


(45) 


c 4 = 


0-2 
£ 2 


a 4 . 3.5 ! ’ 


c 5 = 


2 4 .5.7.ii 


Le d^veloppement de Z>u pour de petites valeurs de u se 
tire imm^diatement du pr6c£dent par une integration, puisque 
= — f p u du ; on a done 


( 46 ) = - 4 - * — ^ « 3 — ^ csu *~ k . 

it o 0 

sans ajouter de constante, car £ u est une fonction impaire. Les 
coefficients de ce developpement sont aussi des polynomes en g.± 
et£V 

Les deux; d^veloppements de p et £ convergent dans le cercle 
ayant pour centre l’origine et ne contenant dans son int&ieur 
aucun point homologue de l’origine. 



42 


CHAPITRE II. 


Dii developpement de £ on deduil celui de d puisquc 

it 




= lu. 


Integrant et passant des logarithmes aux nombres, on a 


Cj it* r a h° 

<3u~ ue 12 30 


sans mettre de constante en facteur, car tend vers i quand u 

Lend vers zero. II ne reste plus qu’a ddvelopper l’exponentielle en 
serie et Ton a le developpement de du. On voil que les coeffi- 
cients de ce developpement sont aussi des polynomes cntiers 
en g 2 et g$. Voici les premiers termes du developpement 


(47) 


d u = u -h * 


gin* 
2*. 3. 5 


£2 ul 
2 s . 3.5-7 


g\ U 9 

29 . 32 . 5.7 


2 7 . 3 2 .5 2 . 7. 11 


On trouvera ce developpement pousse jusqu’k u u dans les 
feuilles de M. Schwarz ( Formulas et propositions pour Vemploi 
des fonctiorts elliptiques). Puisque du est une fonction entire 
comme sin w, reguliere dans tout le plan, ce developpement de du 
est convergent pour toutes les valeurs de u . Ce developpement est 
commode pour le calcul des valeurs numeriques de du , d f u, c fu 
et, par suite, de £ et p qui s’expriment raiionnellement k l’aide 
des derivees de d 



PM= — £'w = 


c — o' wo"' u 
d % u 


34. Inversion dans les notations de M. Weierstrass. — D’apr^s 
ces propriet^s, si l’on a une equation de la forme 


(48) 



dz 

Vi — ~g7z — T* 


oil g 2 et g % sont des constantes donn^es, on en conclut 


Z=pu = 


d*u 


^est done exprime en fonction uniforme de w, et l’on peul, il’aide 
des series precedentes, calculer la valeur de z correspondant k une 
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valeur de u; mais ces series ont le defaut de ne meltre aucune pe- 
riodicity en evidence. On a ainsi une solution du probleme de 
Pinversion de Pintegrale (48)* Les constantes g 2 et g 3 peuvent 
avoir des valeurs quelconques, car liquation 

p'2w= 4p 3 U — giPU — g 3 

esl vdrifide identiguement par les developpements en serie ci- 
dessus, quels que soient g 2 et g 2 . 

Nous verrons plus loin comment, g 2 et g$ etant donnes, on 
peul calculer un couple de periodes 2 to et 2 to'. 


35. Integration d'une fo notion elliptique. — Pour calculer Pin- 
tegrale 



du 


d’une fonction elliptique f(u), on fait comme pour les fonctions 
rationnelles : on decompose f(u) en elements simples et Ton in- 
t£gre terme aterme. Ainsi, dans les notations de M. Weierstrass, 
f(u ) peut se mettre sous la forme (34). En integrant, on a 


jf { u)du = 


const. -h D 0 u ~h 


2^i° g 


— a) — Ai — a) 


A2 . V 


- { ~ r)a_1 pla ~ 3) (“-«)]• 


Par exemple, la formule de decomposition dtablie pour p 2 u 
(n° 31) donne 

(49) Cp^udu = |p' k+ «+ const. 


36. Homogeneity. — Pour indiquer les valeurs des periodes ou 
des invariants, M. Weierstrass emploie les, notations suivantes 

tfu = o'(ulo), w , )^a'(w; g 2) g z ), 
pu = 0 >') = g 2} g 3 ). 

D’apr^s le produit qui definit du ) il est evident que si Pod 
multiplie co, to' et u par un m^me facte ur p, ~ ne change pas el 
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(JUO, pa)') = (JLO'(z^lo), (o'). 

Diflerentiant par rapporl a u , on a 
(5l) tf'( jJLZiJpt), fUO') = to'). 

Done 

(5a) C(F“lf«»» («»') = t-S(wK “')• 

r* 

Diflerentiant encore par rapport a u 
(53) p((xit|nw, |W) = -|jp(«|td ) o'), 

r 

ce qu’on v&rifie d’ailleurs immddiatement sur la s^rie donnant p. 

D’apr&s les expressions de g 2 et g% par des series doubles 
(n°31) 

^ =l! ' 3 l 5 Ii’ ^3=2’. 5. 7^ 


quand on remplace to et to' par pito et jag/, w est remplac^ par puv 
et g 2 et g 3 par ^ et On a donc aussi 


(54) 


| <f ( ixu; ^’ fj) = <?»). 

( p(wfr>’fl) = pp( u ;s'*’&)- 


• j?® 

L expression 


quand on multiplie to et to' par un m£me facteur arbitraire p.; e’est 
une fonction du seul rapport des p^riodes. 


37. Cas de d 6 g 6 n 6 rescence. — Quand nne des p&riodes est in- 
finie, V par exemple, on a 


et comme on a (n° 15) 


2 ' I TU 4 

7?t 4 85 ¥75 ? 
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il vient 



Done on a, dans ce cas, 

rf — Vgl = o. 

Le polynome 4^ 3 — g^z — gz a alors une racine double, et 
Pintegrale 



peut s’exprimer par des fonctions circulaires, comme il etait 
prdvu d’apr&s les formules du n° 23. En calculanl cette integrate 
elementaire, on retrouverait ainsi d’une autre mani£re les for- 
mules du n° 23 (voyez l’exercice 1, p. 62). 

Quand les deux periodes to et c/ sont infinies, on a g- 2 =g$ = o 
et le polynome sous le radical a une racine triple. L’int^grale 
devient alors 

r dz 

“ 1 v/4^ ? 

qui donne immediatement 


III. — DEUXIEME FORME DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. DECOMPOSITION 
EN FACTEURS. CONSEQUENCES. 

38. Decomposition en facteurs. — Nous allons indiquer main- 
tenant une deuxi&me forme sous laquelle on peut mettre toute 
fonction elliptique f(u) et qui est analogue a la forme d’une frac- 
tion rationnelle dont le numerateur et le denominateur seraient 
decomposes en facteurs du premier degre. 

Cette nouvelle forme resulte immediatement des theoremes pre- 
cedents appliques k la fonction • 

Remarquons d’abord qu’une fonction elliptique a necessaire- 
ment un nombre limite de z6ros dans un paralieiogramme des pe- 
riodes. Car, si elle en avait une infinite, il existerait k l’interieur 
du paralieiogramme an moins un point a dans le voisinage duquel 
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il y aurait une infinite de zdros; c’est oe qu’on verrait comme on 
I’afait au n° 20 pour les p6les. Mais cela est impossible, car, la 
fonction f{u) n’ayant k distance finie d’autres singularity que des 
p6les, ses z^ros sont n^cessairement isoles (n° 7). 

CeJa pos6, soit une fonction elliptique /( u) ayanl, dans un pa- 
rall^logramme des pdriodes, les poles ou infinis simples 

, a r au nombre de r et les zdros simples . . . , b s an 

nombre de s . La fonction est une fonction elliptique rdgu- 
likre partout ou f(u) n’est ni mil ni infini. Un zero simple dc f(it) 
est pour un p61e simple de rdsidu i, et un p61e simple 

de f(u) est pour un p61e simple de residu — \ (n° 3). 

On a done, d’apr&s la formule de decomposition en 6ldments 
simples, 

c-t- —(a — 6!)-+- —(u — ij) -(u — 6j) 

o", * a", . a", 

-—(u — a l )—-(u — a i )—...-~(u— a r ), 

oii — est la fonctioii £.*En outre, la somme des r^sidus de rc- 
f ’ /( u) 

latifs & tous les p61es devant Stre nuUe, on a 

S — 7' = o. 

Done : Dans un par allSlo gramme elementaire le nombre 
'es zeros d’ une fonction elliptique est egal au nombre des in- 
jlnis. Ce nombre se nomme ordre de la fonction elliptique; 
nous reviendrons plus loin sur celte definition de l’ordre. 

D’apr^s ce thdor^me, faisons s=r dans la formule (55) et in- 
tdgrons terme & terme, puis passons des logarithmes auxnombrcs; 
nous aurons la formule chercbie 



( 56 ) 


/(w) = ae cu 


d(u — bj)tf(u— b t )..:<f(u — br) 
5 '(“ — « — «»). •«,.)’ 


Dil a est une nouvelle constante. Cette formule ruet,, en Evidence 
tes z&’os etles infinis de /(«). * * 

Si la fonction /(a) a des zeros ou des pdles multiples, laminae 
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formale s’applique; il suffit de supposer que plusieurs des points 
6 2j • • * sont confondus en un seul, ou plusieurs des points a 
^2? • • • • 

Dans la demonstration nous avons suppose que les points 
a 2 , . - . , a r ; b r sont situes dans un m&me parallelo- 

gramme. En modifiant convenablement les valeurs des con- 
stantes c et a on peut remplacer un ou plusieurs points a v ou 6 V 
par des points homologues. Par exemple, considerons le point 

a\ = ai + 2w, 

homologue de a K . En rempla^ant dans la formule ( 22 ) a 4 par 
a\ — 2 oj, on a 


— a x ) = — a\ H- 2w) =— • ^(k — a\), 


et, par suite 


avec 


f( u \ = a - 6 A — br 

J v ; <j(u — a\) — a 2 ).. a r ) 


c' = c — 2T], a r =z — ae* <*> J . 


39. Theoreme de Liouville. — *S7 Ton consid&re les z&ros et 
les infinis d 7 une fonction elliptique situes dans un paralttlo- 
gramme des periodes . la somme des zeros ne differe de la 
somme des infinis que par des multiples des piriodes . 

On demontre immediatement ce theor£me en ecrivant que la 
fonction f{u ) sous la forme (56) admet les deux periodes 2 to 
et 2 0 ) / . Comme on a 

cf(u — a -H 210 ) = — e 2Y)(w-a+wJ — a), 

• 1 /Y M -4- 2 to) /ix 

on voil que le rapport --j — — - est egal a 

f\ u ) 

g2cw-4-2'/) (aj+ctaH-.. .+a r — b x — A a — b r ) m 


Ce rapport devant 6tre l’unite, on a 

(57) 2C(0-f-27)(#i+ # 2 &!' — b\ — ^2 — ■ • • — by) ~ ‘ITl'iziy 

oil n est uji entier. ficrivant de m^me que = : 

(5y r ) 2C<d , 4^2r/(#i-+- <22 + . . .+ dr — b \ — b% — . . . — bp) = 2 mu i. 


1 , on a 



48 


C U A I* 1 T R IS u. 


filiminant c entre ces deux Equations on a, en vertu de la rela- 
llon 7]o' — toiri / = —■ que nous ^tablirons plus loin, 

( 58 ) Ct\ -f- Ct<i -h CL r — b[ — l?'2 — • * • — &/’ — 2 M CO -+■ 2 71 CO J 

ce qui demontre le thioreme. 

La valeur de la constante c est alors donnde par Tune ou Vau tre 
des formules (67) ou (57'). 

Mais on peut simplifier un peu la formule en mettant a profit 
une remarque faite plus haut, Remplagons le point a { par le point 
homologue 

a\ = cii — 2 in to — 2 n to'. 

La formule donnant f(u) prendra la forme 

f(u)= A e C" , 

^ 7 o'^ii — a\) m — a 2 j . . . u — ti r ) 

oil Ton a 

( 59 ) Ct\ -h #2’+’ • • -*4" Q-r 32 ^1 ■+■ *+■*... -f- &/*. 

Mais alors, en exprimant que f{u) admet les p^riodes 2 to et 2 (o', 
on a, par un calcul analogue k celui que nous venous de faire, 

2 G CO =5 2 N 7t i, 2 G to' = — 2 M 7C £j 

M et N d^signant des entiers. On en conclut 
C(MtoH-Nto')=o. 

Le facteur Mioh-Ng)' ne peut pas §tre mil, car le rapport^ 

N 

est imaginaire et ne peut pas 6tre 6gal k — jj * Done 

C = 0. 


On peut done toujours mettre une fonction elliptique sous la 
forme 


(60) 


J ; tf(u — a\) d(u — a^J 


.<f(u — b r ) 

. a , ( u — a r ) 7 


avec la condition ( 5 g). On pourrait de mfime remplacer d’autres 
z^rosel infinis par des points homologues : la formule resterait la 
m£me pourvu que la somme des z 4 ros choisis dgale celle des in- 
finis. 
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40. Notations de Jacobi. — La formule de decomposition en 
facteurs s^cril comme il suit dans les notations de Jacobi. La 
fonction H de Jacobi est liee a la fonction tf par la relation 


<Tou 


H(a)= H'(o) e flu, 
. ji 


3 '« = IT' 


• «> 


H'(o) 


H(«). 


Remplagant alors du par cette expression dans la formule (6o) et 
tenant compte de 


il vient 


Cl'i 4 - Clz 4 ” • « • 4 - clj' — ■ b\ 4 ~ b% 4 - • • • 4 - b /•) 


<6i) 


, H(« — 6 ,) 

H ( u — a\ ) H i, u — ) 


H (_U — br) 
H(w — a r )’ 


A! d^signant une constante. On a done, en definitive, la meme 
formule fondamentale dans les deux systemes de notations. 


41. Deux fonctions elliptiques ayant les mdmes z6ros et les 
na.6mes infinia ne different que par un facteur constant. — Cela 
r^sulte des formules pr^dentes ou le facteur A seul est arbi- 
trage, une fois les zgros et les infinis donnes. 

42. Ordre d’une fonction elliptique. — On appelle ordre d’une 
fonction elliptique le nombre de pfiles qu’elle poss^de dans un 
parall4logramme ^Umentaire, cliacun d’eux 4tant compt^ avec 
son degr£ de multiplicity. Ce nombre est aussi egal au nombre des 
z4ros situ6s dansun paraMogramme (n° 38) : 

Ainsi pu est du second ordre, p'u du troisieme. 

La fonction elliptique /( u ) <§ tant d’ordre r, la fonction /(«)—€, 
ou C est une constante quelconque, est aussi d’ordre r, car les 
p6les de/(tt) et/(«) — C sont yvidemmenl les m£mes. La fonc- 
tion /(u)— G a done, dans un parallelogramme, r z4ros quel que 
soit C. Ainsi 1’ Equation 

/(“)= c 

a to uj ours r racines dans un parallylogramme. La valeur ini— 

> A. BT L. ' 4 
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nirnum que puisse prendre r est 2 , car d’api'es le th6or£me 
da n° 30 il n’existe pas de fonction elliptique du premier ordre. 

Exemple . — La fonction pu est da second ordre. Dans un pa- 
rallelogramme des p^riodes il existe deux valeurs de u Lelies qae 
pu = C. L’une d’elles y tant a, Pautre esthomologue da point — a, 
car pu est paire. Ces deux racines sont distinctes tant qae les 
deux points a et — a ne sont pas homologues, c’est-a-dire tant 
que l’on n 7 a pas 

a — — a -H 2/nto + 211 t*}', 
a = mw -H /i ci o', 

et C = p(mco + n o'). 

Si les entiers m el n sont pairs toas deux, ceite valeur de C est 
infinie : effeclivement, liquation pu = co a dans chaque paralld- 
logramme une racine double. 

Si un des entiers m ou n est impair, ou si tons deux 1c sont, 
G est fini : on trouve ainsi, & cause de la periodicity de p, trois 
valeurs diffdrentes de C pour lesquelles liquation pu — G = 0 a, 
dans chaque parallelogram me, une racine double. Ces valeurs sont 
les suivantes : 

m impair, n pair, C = pto. 
m pair, n impair, C = po'. 
m et n impairs, G = p(o 4- o'). 

La racine double de pu — G = 0 est, dans le premier cas, con- 
grue a 0 , dans le second k o', dans le troisidme a wq-co'. Ces 
trois valeurs annulent la dyrivye p'u : les valeurs correspondantes 
le C sont les trois racines du poiynome 

;omme nous le montrons plus loin (n° 46). 

IV. — Examples de decomposition en faoteurs et en Elements simples. 
Formule d’ addition algebrique pour pu. Consequences. 

43. Decomposer en faoteursla fonction doublement p$riodique 

/(ajaapa-pp, 

0 C 1 p est une.constante. — Dans an paraliyiogramme des p^riodes 
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pu admet o comme iafini double, Done la fonction admet deux, 
z^ros dans un parallelogramme des periodes; on voit que ce sont 
les homologues des points u = 9 et u = — v puisque p est paire. 
On a done 


pu 


pv = A 


u'fa+p) u — p) 
u 9 


A dEsignant une constante. 

Cette constante se determine en multipliant les deux membres 
par it 1 et en faisant ensuile tendre u vers zEro. 11 vient 


1 = — A s' 2 p. 


La decomposition est done donnEe par la formule 


(6a) 


ptl - pp=s- 


&( U-b t>) <f( U — p) 
C i 1 u 


44. Formule ^addition pour £w. — Si Von prend les dErivees 
iogarithmiques des deux membres de VEgalitE prEcEdente, par rap- 
port a Uj i\ vient 

(63) - - - P — - =s g( tt + t ,) + .^(„_ P )— a g»; 

J 3 Z£ 


puis, en Echangeant u et p, 

( 64 ) ■ ^ =^U-hV)-^U.-0)~^V, 


enfin, en ajoutant raembre a membre les deux EgalitEs prEce- 
dentes, 


(65) 


1 

2 


P'U-P'V 
pu — pv 


= £(“ + e) — 


formule que Von obliendrait Egalement en dEcomposant en Ele- 
ments simples les fonctions elliptiques de u qui figurent dans les 
premiers membres. La formule (65) peui Etre considErEe comme 
une formule d’addition pour la fonction £« : seuleraent ce n’est 
pas une formule d’addition algibrique, car £(*«■+- p) n’esl pas 
une fonclion algEbrique de et 


4b. Formule d’addition de la fonction pu. — Si l’on diffErenue 
par rapport k u les deux membres de VEgalitE prEcEdente, on 



5a 

GUA PITRE 

II. 


trou ve 




(66) 

p«-p(»+p)« l - £ c 

{P'u 
V P u 

— p'v\. 
—pv r 


c’est une formnle d’addition algebrique pour pu. Enyrempla§ant, 
apr£s la derivation, p" u par sa valeur 6y> 2 u — ^ (eq. 39 ), on ob- 

tient p(u 4 - t>) en fonction rationnelle de p u, pv, p'u et p'v. Si, 
ensuite, on y remplace p'u el p'e par leurs valeurs respeclivcs en 
fonction de pu et pv 


p'u =v/4p 8 «‘-^P« — <f»> p'v = f\p*v-fftpv — A's. 

on obtient p(« 4- v) en fonction algebrique de pu clpv. 

Autre forme de la formule d’addition. — On a, cn effectuanl 
la differentiation (66), 

, . I p'u 1 (p'u — p'v)p'U' 

ptt _p( w) =-__ 1 -— 7r , 


permutant u et v on a de m£me 

, . , I p’v , 1 (p'u-p'v)p'v 

p,_p (w)= _-__ + _ 

Ajoulons membre a membre et remarqnoas que 
p’u — p'v = 6Q) 2 w — p 2 ^), 
cTapr&s liquation ( 3g), il vient 

, , r fp' u •— p'p\ 2 

(6 7) 


qui donne p(w + v) par une formule ou la symetrie, par rapport, 
aux deux lettres u et v, est en evidence. 

En differentiant par rapport k u et rempla^ant p" u par 

Gpt u — I^- S) onade m^me une formule d’addition ponrjp'(t<-t-o), 

exprimant cette fonction en fonction rationnelle de p«, p'u, pv, 
p'v. Une nouvelle differentiation donnera une formule d’addition 
pour p"; etc. 

46. Decomposition de p'u en facteurs. — ,La fonction p'u a, 
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dans un parallelogranime elementaire, un pole triple qui est le 
point u = o, ou an point homologue. Cette fonction est done de 
troisi^rne ordre. Elle a, dans un paralieiogramme, trois zeros que 
nous allons determiner. Pour cela, partons des relations 

p r (w- 4 - aw) = p'u, p'(M-+- a (*>') = p'w, 
p'( U -h 2 to H- 2 to' ) = p' U. 

Faisant dans la premiere de ces formules u = — to, on a 

p'( w ) = p'(- «); 

comme d’autre part p' est impaire, 

P'( w ) = — P'(— to), 


Done p'(co) = o. De meme p'(co') = o. 

Enfm, en faisant dans la troisi&me formule u = — co — co', on voit 
que p'(co + co') = o. Prenons un parallelogram me elementaire 


Fig. 4. 





tr£s voisin de celui dont les sommets sont o, 2 to, 2co', 2 to + 2 to' 
et contenant o dans son intdrieur. Alors, dans ce paralieiogramme 
trace en traits pleins, la fonction a le p6le triple o et trois zeros 
necessairement simples co, go', go + co 7 . La somme des zeros 2co + 2co' 
ne diff£re de la somme des infinis qui est o que par des multiples 
de periodes. 

Remplagons le zero co + to' par son homologue — co — co'; alors 
la somme des trois zeros co, co', — co — co' est egale a la somme 
des trois infinis qui est nulle et Ton a 


p'w 


A. 


<f(u — co) O' ( U — (»/) tf(u- f- (0 -t- 0)') 
tf 3 u 


Pour determiner A, on peut multiplier les deux membres par u * 
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puis faire tendre u vers o. Conime dans le voisinage de o on a 


p' u — — ~ 4- fonction l^guliere, 


le premier membre devient — 2; comme tend vers 1, le se- 
cond membre devient 


et Pon a 


A j'co s'w ' tf(co -+- (o') 


p'u-— 2 


3 J (u — co) u — to') g'(a + to H~ to') 

tfco c'co' tf( CO "+“ to' ) CA 


Voici quelques consequences des resullats precedents. Nous 
avons etabli la relation 


p ' 5 U = 4 p 9 U — ^ a p U — g 3 - 

Appelons <?,, <? 2 , e 3 les racines du polynome 
alors 


(68) p' 2 i* = 4(pw — eOCpw- ei)(pa — «s)- 

Comme p'w s’annule pour u= co, M = t.)-f-o/, a=co', lcs 
quantites <? 2 , e 3 sont egales & pco, p(co 4- to'), poo', 

(69) ei=pw, e 2 =p(t .)4 to'), e 3 =P^'. 

II est evident, d’apr&s la formule (68) qui donne p' 2 M, quo le 
second membre de cette formule est le carrd d’une fonction uni- 
forme : nous verifions plus loin (n° 48 ) que chacune des diffe- 
rences pu — e^ pu~e 2 , pu — e 3 est le carre d’une fonction 
uniforme. 


47 . Effet de ^addition cl/une demi-periode & ^argument dep^, 
— Dans la formule d’addition (67) faisons o>, en remarquant 
que pco=:ei, p'o) = o et en tenant compte de l’expression (68) 
de p' 2 . Nous obtenons 

p(m-a>) — e t ~ 

pit — e, 

De mteie, en faisant dans la formule d’addition p = w -+- u' ou 
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p = to', on trouve 


p(a + B » W)-«.= ^»7 g OC*.-g») > 

PW“«2 

P a — 


48 . Expressions de p zi — e\. Fonctions <*u c r 3 . — Dans la for- 

mule (62) etablie plus haul 


P«- po = 
faisons p = to, nous aurons 

J)K-pO)=- 


___ _ G^+p) — P) 


O' 2 U O' 2 P 


G*( M -h to) tf( W — 0)) 


O' 2 U O' 2 (0 

mais, d 7 apr£s les propriety de la fonction o', on a 
-+- to) = — e 2v ) w — to), 

comme on le voit en changeant dans la premiere des formules (22) 
it en u — to. On a done 


(70) 

On trouve de m&me 


— (o) 

p u — n w = e- r i u — « 

^ ^ G' 2 K.G' 2 0) 


(70)' 

Enfin, dans la relation (62) faisons p = to -f- to'; il vient 

1 

, o' ( w -+- to + wV(K — to — to') 

PM — p(to-Hto') = — - , 

^ ^ ' o ' 2 w o ' 2 (to -f- to ) ’ 


ou d 7 apr£s )a formnle ( 23 ), dans laquelle on change u en u — to — to', 

(7!) p u - p (» H- CO') = 7 1') • 

Les trois differences considers sont done bien les carr^s de 
fonctions uniformes. M. Weierstrass emploie une notation 
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p f (u — a ) est une fonction rationnelle de pu et p 1 u. On voit de 
m&rne, en differentiant de proche en proche, que p u (u — a), . . 
p(a^2) — a ) SO nt des fonc tions rationnelles de p u et p' u. Restent 

les termes tels que ^(u — a). La formule d'addition pour la fonc- 
tion £ (n° 44 ) danslaquelle on remplace v par — a donne 


^(u— a) — — £a-h ^ 


p'u + p'a . 
pu — pa 9 


on a de m6me ~ b), . . £( u — l). Si Ton porte ces valeurs 
dans la formule de decomposition en Aments simples, on voit 
que ? dans la somme 


(7^) A. ^(m — #) - 4 - B £( m 6 ) -h. . . 4 - L £( m — /), 

^tendue 3 tous les pdles, le terme en disparait k cause de la 
relation A 4- B -K . . + L == o et la somme (76) est une fonction 
rationnelle de pu et p f u. 

Le th6or£me est done demonlre. 


Remarque . — Comme on a 

p'*u= bp*u — gipu — gs, 

on peut, dans une expression rationnelle en p et p r , eliminer toutes 
les puissances de p' sup&rieures a la premiere en rempla^ant toutes 
les puissances paires de p f par des polynomes en p. On met ainsi 
toute fonction rationnelle de p et p f sous la forme 

P(p) + p'Q(j>) 

Pl(p)Hrp'Q 1 (p) ? 

ou P, Q, V t , Qi sont des polynomes entiers en p. 

Multipliant et divisant cette expression par P^p) — p / Qi(p) 
et rempla<jant p' 2 par sa valeur en fonction de p, on voit que toute 
fonction rationnelle de p et p r , e’est-a-dire toute fonction elliptique 
peut se mettre sous la forme 

/(^) = R(p) + p , Hi(p) ! 

R et R| 4tant des fonctions rationnelles. II en resulte 
/(-*) = R(p)-p r Ri(p), 

car p ! est impair. 
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En particular, si f(u ) est une fonction paire, /( — u ) doit 6tre 
£gal k f(u) et R* ( p ) identiquement nul. Alors 

/(w) = R(p). 

Si f(u) est impaire, /( — u) doit &tre ^gal a — /(^) et R(p) 
identiquement nul. Alors 

/0) = p'Ri(<p)- 

Ainsi une fonction elliptique paire est une fonction rationnellc 
de pu\ et une fonction elliptique impaire est dgale a une fonction 
rationnelle de pu multiple par p f u. 

Par exemple, p ( 2 w), p(3 u), . . . , p(nu) (n enlier) s’cxprimcnl 
rationnellement en fonction de pu. On a ainsi des formules ana- 
logues k celles de la multiplication des arcs en Trigonometric, que 
le lecteur etablira sans peine par Papplication r^p^e de la for- 
mule d’addition. 

De m£me p f ( nu ) est 6gal k p r u multiplid par une fonction ra- 
tionnelle de pu . 


SO. Remarque sur P integration d’une fonction elliptique sup- 
pose mise sous la forme <Pune fonction rationnelle de p et p r . — 
Soit la fonction 

/(“) = H(pw)4-p / wll,(pw), 


oil, comme precedemment, R et R ( d^signent des fonctions ra- 
tionnelles de pu. On aura 



= f R (pu)du-*- J p'w Ri(p 


La deuxi£me int<%rale du second membre se ram&ne imm^dia- 
tement k l’integrale d’une fonction rationnelle, car si Ton fait 
pu = z elle devient 

J Ri 

on sait calculer qetle integrate. Pour obtenir la premiere integral© 
du second membre, on commencera par decomposer la fonction 
rationnelle R de pw en fractions simples, en consid&rant pu 
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comme la variable 

R(p U) = C 0 + C x pU-*r C 2 P 2 U . ..+ C v p v M 

+ A Aj ^ A 2 B 

pu — a. {p u— aj 2 + (pM — a)* ~ K * ,H " p u— £ 

c 0 , C|, . . c v , A, A|, A 2j . . B, . . . , a, (3, . . . etant des con- 
stantes. L’integrale de la partie entire en pu s’obtient aisement, 
car on sail (n° 31) exprimer p 2 w, p*u, . . p v u en fonctions li- 
n^aires k coefficients constants de pu et de ses derivees p'u, 
p ,r u , . . de sorte que cette partie endure s’ecrit 

Go ■+* Gj p W -H C2p , W-4'C3p ,A W4-.. . \ 

son integrate esl immediaiement 

Cq ll — Cj, £ -h Qi%pii G 3 2 ^ — H- . . .. 

Les integrates des termes suivants s’obtiennent aussi en decom- 
posanl ces termes en elements simples. Pour cela on determine 
d’abord des constantes «, . . . telles que 

pci — a, p^ = p, 

Nous avons donne (n° 44, formule 64 ) la decomposition en ele- 
ments simples de — — — ; nous ecrirons cette formule 
r p - pv 

(76) = 

On en conclut, en changeant v en a, 


/ du 1 f. (u — a) 1 

= — ■ — log -7 7 -h 2 uX^a -h const. 

pu — pa p'a L + J 

Differentiant ensuite la formule ( 76 ) par rapport k p et divisant 
par p'v, on en tire la formule de decomposition en elements 

simples pour-; differentiant cette nouvelle formule par 

r r , (pw- pv)*’ " r 

rapport k 9 on en tire de m&me la decomposition en elements 

simples de 7 rr> • •• et ainsi de suite. Dans ces formules on 

r (pw — pv)* 

fera v = a et l’on en deduira immediatement les integrates 


/ du r du 

(i pu — pa )*’ J {pu — pa) 
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51 . Entre deux fonctions elliptiques f(u) et fi(u) aux mfemes 
periodes exist© une relation algSbrique. — En effet, si Ton fait 

X =/(*), Y =Mu), 

X et Y sontj d’apr£s le th^orexne du n° 49 , des fonctions ration- 
nelles 

(77) X = R(p,p'), Y = Ri(p, p'), • 

des quantity pu et p' u li^es par la relation 

(78) p'* U = ,J p 3 » — # s p u — ^ 

L’^limination de p et jp' entre les relations (77) et (78) donne 
£videmment line relation alg^brique entre X et Y 

F(X, Y) = 0. 

La courbe (C) d&Gnie par cette Equation est, en g&n£ral, du pre- 
mier genre . G’est ainsi que si l’on fait 

V = pu, 

on a entre x ety la relation 

y % — 4a? 3 — giX — g*, 

d^finissant une cubique (c) sans point double, sauf dans le cas 
de ddgen^rescence. Les coordonntSes X et Y d’un point dc la 
courbe (C) sont des fonctions rationnelles des coordonndes x et y 
d’un point de la cubique (c). 

On peut, en g^n^ral, indiquer le degr£ de la relation entre X 
et Y. Si f(u) est d’ordre r et f\(u) d’ordrc r i5 la relation 
F(X, Y) = o est de degr^ r { en X et de degrd r en Y. 

En effet, X6tant donn£, laformule 

X=/( W ) 

donne, pour w, r valeurs dans un parallel ogramme; k chacune de 
ces rvaleurs, la formula 


Y =Mu) 
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fait corresponds ane seule valeur de Y. Done a une valeur de X 
correspondent r valeurs de Y et l’equation F(X, Y) = o est de 
degre r en Y. On voit de m&me qu’elle est de degre r K en X. 

Par exemple pu est du second ordre, p 1 u da troisi£me ; aussi 
la relation alg^brique entre ces deux fonctions est du second 
degr£ en p ! et du troisi&me en p. 

52 . Toute fonction elliptique /( u) admet un th.6ordme d addition 
alg^brique. — En efiet f(u) est une fonction rationnelle depw 
et p' a 

/(«) = R(p«, p'a). 

De nci^me 

/(?) = R(pp, p'p). 

Formant ensuite f(u-¥-v) qui est une fonction rationnelle de 
p(u +■ v) et p r (u 4- v), et exprimant p(u 4- v) et p r (u 4- v) en 
fonction de pu, pv , p ! u, p r t> par les formules d’addition, on voit 
que f{u 4-p) est une fonction rationnelle de pu, pv, p r u, p r v 

/( « + (-) = Ri(pM, pp, p’u, p'p). 

D’ailleurs 

p' 2 w = 4p 3 w — — 

p'*v = ip*v —g-i * § s- 

Lamination de jo pv, p r u, p f v entre les cinq equations pr£- 
c^dentes fournira une relation algebrique entre f(u 4- (>), /(&) 

et /((>)• 

La r£ciproque de ce th^or&me est vraie en ce sens que : 

Toute fonction analytique uniforme transcendante qui a un 
tli^oreme d’addition algebrique est n^cessairement une fonction 
simplement ou doublement p^riodique. Nous nous bornons a 
^noncer cette proposition, dont la demonstration nous entrainerait 
en dehors du cadre de cet Ouvrage. 
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EXERCICES SDR LE CHAPITRE II. 


1. Ddmontrerles formules suivantes que nous cmpruntons aux Formulas 
et propositions pour Vemplol des fonctions elliptiques, d’aprcs les Le- 
90ns de Weierstrass, redigdes par M. Schwarz, traduites par M. Padd. 

Degenerescence. — Quand to' = w, co dtant fini et different dc zdro, on a 


9^3 



On le ddmontrera en rapprochant les formules des n os 23 et 37* 


Formules d’ addition pour pu et consdquences. 

, \ 1 d fp'u qrp'*A 1 0 fp'u rcj/pN 

' * a da \ pa — pv / r 2 dv \ pu — pv 




= pv + 


( 1 6 P s » — ^ ffs ) ( ,P v — P « ) 4- 4 P 3 » — fft P 11 - £3 H - £ u £ I ' 
*(pii — pv)* 

-,pp)4-4p 8 f — gtpo — 

■>(pu — pt>)* ’ 

2(p u pv — (pu 4- pp) - #•„ =p p' u p'p 


P( “- P)= ^ ’ 

4 L p« — pv J 

I _ a(pwpp — .frgt)(ptt + pp) — g,,±p' M pV 

P(“±p) a(pitpt|-+-£sj)»+ag' 3 (pu-t-pp) ’ 

*=apit — ^log(pw — pp) = app — |ilog(p« — pp), 
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p(u+,)-p(u-,) = - r £LP* = 

(.pu-p vy 


(9) 

(to) p(M + p)p(it — p) = 

0<) 

(«) 

(.3) 

04 ) 

(.5) 


d 2 


( P « P <’ + \ Zi y- ■+■ gt ( P u -4- p P ) 


(pM-pp)* 


| p'(«±p) = 

(P'O 1 

I p M P I 

.(pp — pit)» 

a (pp — pit) 4 .] 

+ 

(p'uy 

i p"tt I 

( 

_(p it— pp) 3 

2 (ptt-pP) 2 J 




p' it — p'p _ — p'(n + p)— p'(p) 

pu — pi> p(u-ht>)—p(v) 


P(2U) = 


i pu p u 

I pp p'p 

I p(K-t-p) — p'(w + p) 

(P 2 «H-f^!) S + Ms P» 


= 0, 


4 p 3 M — ^*pit — $•* 


id* f 

= pa -4S? logp “- 


Par Integration on deduit de la derniere formule 

I o ,, (2m) _ r o"w i p"ii ^u) , 

a'( , 2M) ~~ a tfu 2 p' It 9 a"+u ~~ ^ U ' 

Jfj 1- ff) J 

G'(aM) = O' 4 It ~7“ = 2 O' u) 3 — 3 O' 2 It Z4 O'" Z4 -h O' 3 Z4 o''" u. 


2. Le determinant 



pzt p'u 
pw ;p'ww 


oil w, p, w sont trois variables independantes, a pour valeur 

cjy — »Q o*( w — u) cf( u — w) o'fu -4- w 4- ip) 

(o'u o'? o' wo ) 8 

Pour le demontrer remarquons que ce determinant, consider comme 
une fonction de u, est une fonction elliptique d’ordre 3 ayantlepdle triple 
u = o et les points homologues. Cette fonction a manifestement les zeros 
v et w, car si Pon fait u = v ou u = w deux Iignes sont identiques. Le 
troisidme z6ro de la fonction est done homologue du point — (w -4- cp), car 
Ja somme des zdros ne differe de la somme des infinis, qui est nulle, que 
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par des multiples des pdriodes. On a done 

— v)<f(U — w) (fiu P -H w) 

A = L. — 3 

it 

G designant une constante inddpendante de u . Pour la determiner on mul- 
tipliera par u z et I’on fera w = o. Le produit & 3 A tend alors vers a(pp — ptr), 
et le second membre tend vers 

G o' o o' tv o' ( p ■+■ tv). 

Done 

p v — p tp 

G = '2 — — 

c fv&w O\0 -+- (V) 

D^composant alors pp — pw en facteurs (n° 43) on a la valcur de G et 
Ton obtient la formule indiquee ( A ). 


3. Fonctions o\, o^, <r 5 . — Les Equations 
(l) — «1= ~r~’ /jut — /)>« — e,= 


defmissent les trois racines carries en fonctions uniformes de u. Si l’on 
donne successivement A la variable m les valeurs 


U)j= to, 

on obtient les Equations 

tfg to __ 
o' to 

(a) { =■ 


tL>2 = to -T- to' = to", 03 3 = to', 


/fir 


-<5! = 


e^a'a/ 
o' to o' to" 7 

o' to ' 
e~7)<*>Vto" 
tftoa'to' ? 


V^r--’<?3 = 
sj e 2 — - e 3 = 
v/«3 ^2 = 


a'sjw 
tfco 
^3 to" 
O'* to" 
Cg to' 
o' to' 


£- 'll!? * 

o' to o’ to' ’ 

cn'^cr w 

?to , a'to' /? 
<<<»>' a* to 
o' to' o' to" ’ 


par lesquelles sont d^termin6es sans ambiguity les valeurs des six racines 

r 

carries. Dans l’hypoth^se que le coefficient de l dans ~~ est positif, on a, 
entre ces radicaux, les relations 


| v/<s 3 --e 2 = — f/e 2 — e 3} 

( 3 ) \ sjez — et = — i sje v — e 3) 

( \/ 6% — e x = — i /e7— e s . 


(?) Voyez , pour des formulas de ce genre, Hbrmite, Joui'mI de Crelle, t. 84. 
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Relations entre les carres des fonctions o', or 1 !, 


Les relations 


pu — — 


(* = 1,2,3) 


donnent, par Pelimination de pu , les formules 

o'! u — o'] u - {-(e 2 — = o, 
c*| zj — o'J « -h(e 3 — = o, 

u — m -h(ei — e 2 )^ 2 u = o, 

(e 2 — <?a) of m -H(e 3 — «i) o'! -T- ( — 62) w = <>• 


Differentiations des quotients de fonctions 


L’equation 


P H = “ a 


o'), u a o'v « 


donne pour les fonctions 


les equations differentielles suivantes 


f/ 

du tfyll 


= f e n e v) 


<Z O' ll _ o'y?/ 

oVf o'),*; o'aW 

o'x^ o'// f/ o'). z/ 

a'yif 7 du 3 u 


*\ j.u o v ^ 


Exemples de decompositions en elements simples. 

1 _ fiii _ £j_' _ 

2 jm — e- A s';,;/ oVt cAt 0 s'u 

1 ( <?rj, — e v )p r M ^ (A U rfyU d If 

2 (p U — — e v) G*\lU Ctyll dll b O’v It 

_ (gy-^X^- fv) _ d <Au = 

^ w _ex } dti o').w tfzi- b K 


4. Soit <p(a) une fonction elliptique du second ordre aux periodes 2 to 
et aw'. Si cette fonction admet, dans un parall&ogramme des periodes, un 

seul p61e double u=a avec la partie principle —J L-p , sa derivee 

^( M ) admet dans un paraMogramme les trois zeros a = a -+- a>, p = 0 4-o>', 
= # -+• to -+- o> / et l’on a 

j = ?(?)][?(«)- ?(T)J- 

A. ET L. 5 
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Ces th^oreraes se demontrent soit en exprimant cp (w) a l’aiclc de pu 


cp(w) = A p(u — a)-+- B, 

soit en remarquant que 

cp(^a — *0 = ?(«)> 

d’oti, en diff^rentiant, 

<p'(za — u)=: — cp'( u); 

relation qui montre que f'(u) s’annule pour u = a, u = p, m = 7, car e.llc 
donne, par exemple, cp'( a ) = — cp'(a). 

Si cp (u) a, dans un paralldlogramme, deux p6les simples a et b de rdsidus 
A et — A, cp \it) admet dans un parallelogramme quatre zdros 


wi 


a 4- b 
— , 

a -h b 


x 


<7 H- 

U.) ~ h (i) , 

. o. — I— b . 

-t- co , = h CO -h CO , 


et I’ on a 


A 5 (^) 5 = [«p(K)- t ?(“i)]f?(«) — 

xL?(«)— <?(»»)] — ?(«»)!■ 


On le deraontrera en etablissant la relation 


et, par differentiation, 


cp (a-\~ b — a)= y(u) 
cp'(« & — m) = — 


5. D6montrer que Ton a, quels que soient les arguments a, c, <Y, la 
relation 

5 / (fl + 6) ^(a — 6) cf(c 4- 0?) o'fc — d) 

— 3 (a -4- c) 3 (a — <?)$'(’ 6 ■+■ d) d(b — d) 

-h tf(a d) tf(a — d) ^(6-hc) 3(b — c), 

designee quelquefois sous le nom d 'Aquation d trois termes , — Kile r<5- 
sulte de l’identitS 


(A — B)(C — D) — (A — C)(B — D)-t-(A — D)(B — G)= 0, 
0^1 To*® fait 

A = pa, B = p&, G=pc, D = pd 
et de la formule 

c'(M + p)o'(a-i?) 

— po — — . 


6. D6montrer qu’il existe une relation lindaire et homogAne entre les 
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fonclions 

tflN -a)*(it — a), o’(tt + b)*(u — b), 3"( m + c)3'( it — c). 

La fonction 

P za -4- zz — 6 ") 4- Q c'iu H- c) f(u — c) 

•+■ a) tf (u — a) 

est une fonction doublement p6riodique ayant deux poles dans an paralle- 
logramme des pcriodes; on peut determiner le rapport des constantes P 
et Q de fa£on que le numerateur s’annule pour u = a \ P et Q etant ainsi 
determines, la fonction se r6duit a une constante. 

On retrouve ainsi la relation precedente. 



CHAPITRE III. 

fiTUDE DES YALEURS RfSELLES DE pu LORSQUE w EST ItfiEL 
ET o' PUREMENT IMAGINAIRE. APPLICATIONS. 


51 . Dans la th 6 orie g^n^rale que nous venons (Texposer, Ics 
p^riodes 20) et 20' sont des constantes imaginaires quelconquos, 
assujetties &la seule condition que leur rapport soil imaginaire. 
Un cas partxculier des plus imporlants, qui se prdsenle frdquom- 
ment dans les applications, est le cas 011 Pune des p^riodes ( >.o> 
est r^elle et l’autre 2u' puremenl imaginaire, c’est-ik-dire ^gale au 
produit de i par un nombre r£el. Comme on peut toujours 
changer le signe des p^riodes, on peut prendre 2 co positif, alors 2 (o' 

dtant suppose purement imaginaire, -j- sera positif aussi, car 

co f 

nous avons fait la convention que, dans le rapport — > le coefficient 
de i est positif. 

C’est ce cas que nous allons examiner en ddtail, pour fa ire 
ensuite quelques applications g^omdtriques et mecaniqucs. Pour 
que ce cas se pr^sente, il faut ct il suffii que les racincs e 1, 
soient r^elles. 

l. — YaLEXIKS R1&ELLES BE P u QITAND O) ET -jr SONT REELS ET t>OSlTIFH. 

52 . . Les invariants g 2 et g% sont alors reels. — Si Ton suppose o> 
et j r£els et positifs, les invariants 

W =i 27ttd) -H 2710)', 

sont r 6 els. En effet, A toute valeur imaginaire de w correspond 
pour cp une valeur imaginaire conjugu^e, puisqu’en changeant le 
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signe de n on change le signe du coefficient de i. Dans chacune 
des series precedentes, les termes qui correspondent a deux valeurs 
imaginaires conjugu^es de w ont une somme reelle : on en conclut 
que g 2 et^ 3 sont r^els. 

53 . Valeurs reelles de rargument. — En raisonnant de meme 
pour chacune des series 

ou l’on suppose u r£el, on reconnait que pu et p' u sont reelles 
quand 1’argument u est rdel. 

Les valeurs de u qui rendent la ddriv^e nulle ou infinie sont de 
la forme 

mi to 7i\ ti) f } 

/??, et n { etant des nombres entiers. 

i° Lorsque u croit de o a to par valeurs reelles, p r u varie d’une 
mani&re continue et ne change pas de signe; pour u positif ettr&s 
petit p f a est tr&s grande, en valeur absolue, et negative puisque sa 
valeur principale est 

_ 2 
“ u*’ 

pour u = to, p r u s’annule. 

Done, quand u croit de o a to, la derive est constamment ne- 
gative, et elle passe par toute valeur negative; la fonction pa 
d^croit constamment depuis H-oo jusqu’& pco — ^. Cette valeur e { 
est rdelle. 

Liquation 

4p*U—g 2 pU — ^3 

montre alors que u croissant de o a to, e’est-a-dire pu d^croissant 
de 00 k e } , le polynome 4 p 3 it — g 2 p u — g$ ne s’annule que pour 
u = to c’est-Si-dire pour p u = e 4 . Le polynome — §2% — g* 
n’a done pas de racine reelle sup^rieure k e t : la plus grande 
racine de ce polynome est la valpur que prend pu, quand u £gale 
la demi-p^riode rdelle. 

L’argument u variant toujours de o & to, p ! u est n^gatif, etl’on a, 
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en extray ant la racine, 


p r m = — / 4ps a — a — g*, 

oa, en posant x — p u, 


du = — 


dx 


s/\x z — — 


Comme x d^croit de oo a e K qaand u croit de o a w, on a, en 
integrant par rapport a u de o a co et par rapport a x de co a e { , 
par valeurs reelles, 

f* dx 

1 s/\x z — g\V — gi 


2 ° Supposonsmaintenant que u est r^el mais n’estplus compris 
entre o et co. Les 4galit£s 

P(— «) = pu i *>'(— «)= — p'» 

montrent d’abord que, quand u varie entre — co et o, p u est r6el 
et plus grande que e i7 p f u est positive et prend toutes les valeurs 
positives. 

On peut toujours ramener un argument r£el k 6tre compris 
entre — co et co, en retranchant de cet argument un multiple de la 
periode aco; les r6sultats pr^c^dents s’^noncent ainsi : 

Quand V argument u est reel la fonction pu et sa derivee pa 
sent reelles . La valeur de pu est plus grande que e i et le signe 
de p r u est celui de ( — i) m+{ , si Von a 

m<o < u < ( m -+- 1) co, 

m itant un nombre entier . 

54. Argument purement imaginaire. — Quand l’argument u est 
purement imaginaire, la fonction pu est reelle et p'u purement 
imaginaire . G’est ce qu’on voit immediatement en se important 
aux series. En effet, si Ton fait u — iv 7 en supposant rdel, la 
s^rie pu donne 


1 

P 2 Jmi. L(P-h m >) 2 


■i] 

w]‘ 
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Dans cette derni^re serie iw = zmi<&-\-nm l elle definit 
done, au signe pr&s, la fonction p(p) construite avec les periodes 
ibi f et fco, ou avec les periodes — fw' el zto, car on peut changer 
le signe d’une des periodes. On a done 

(2) p(w I co, to') = — p(v J, «). 

La fonction p(^|co, <d'), ou F argument est purement imagi- 
naire, est ainsi ramende k une autre fonction p a argument r£el v 1 

construite avec les periodes y et jco dont la premiere est encore 

reelle et la seconde purement imaginaire avec un coefficient de i 
positif. Done, quand u est purement imaginaire, p(u) est reelle. 

Cette formule (2) est un cas particulier des formules d’homoge- 
ti 6 il 6 dtablies au n° 36 : on l’obtiendrait en prenant pi = z. 

to' 

Les nouveaux invariants relatifs aux nouvelles periodes y etzo) 

se ddduisent des expressions (1) en y remplagant w par uv ; ils sent 
done egaux a g 2 et a — g 3 . On peut done eerire aussi 

( 3 ) p{iv\ g%, ^3) = — P(f ; gx, —gz)- 

Si l’on prend les d^riv^es par rapport a v dans les relations (2) 
et ( 3 ) on a 

p'(&V|io, to') = ji iuj, 

p'(*>; gx, gs)= *p'(v; gu —gz)- 

Done, quand u est purement imaginaire, p\u) est purement 
imaginaire. 

La fonction y = p - j , to^= c p(p*, g 2 , — gz) verifie liquation 

(w)* ~ pl(p ) = 

le polynome en y qui est dans le second membre admet pour Ra- 
cines — e i9 — e 2 , — e 3 . D’apr^s ce que nous avons vu dans ie 
num 6 ro prudent, quand varie par valeurs reelles de 0 a la 

demi-p 6 riode reelle lanouvelle fonction p(p) d^croit constam- 

ment par valeurs rdelles de 00 a p(^ y j y > i 0)^ qui est la plus grande 
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racine —e 3 da polynome 4jK 3 — guy + gs • L’on a de plus 

... *' r dy 

(4) ~ 


/ _ r j 

J - jw - 


o'iy ■+■ 8* 


Done, quand u = iv varie par valeurs purement imaginaires 
de o k <o', la fonction #==p(w] to, to'), qui est egale a — y > fto^, 

croit constamment par valeurs reelles de — 00 a p(to'[to, to'), 
e’est-a-dire de — 00 a la plus petite racine e 3 du polynome 
4^ 3 — gz-z — 

D’une fagon g^n^rale, en appliquant ala fonction p(v y > to^ et 

a sa derive ce que nous avons vu dans le numero precedent, pour 
un argument r£el, on a le r^sultat suivant : 

Quand V argument u est purement imaginaire, la fonc- 
tion pu est r6elle et p f u est purement imaginaii'e, la valeur de 

la fonction pu est negative et toujours infirieure & e%\\ pfu) 
a le signe de ( — i) 772 * 1 si Von a 


l L 

m etant un nornbre entier 


G) ll / , CO 

m — <-<(//i + i)t> 


55. Racines e u e 2 , e 3 . — Parmi les racines du polynome 
4# 3 — gax — gz la plus grande et la plus petite sont done 

<Si = J>(o)|o), co'), e 3 = p(to r |o), to'). 

Ges deux racines £tant reelles et les invariants g$ et g$ etant 
r^els, la troisi&me racine e 2 est r^elle aussi : elle est comprise entre 
les deux pr6c£dentes et a pour valeurs 

H = p(w + w' | to, to'). 

Ainsi r en design ant, comme nous Pavons fait, par e <3 e 2 > e 8 les 
racines qux correspondent aux demi-p^riodes to, to -j- to', to', on a 

eg ]> 

56. Autres valeurs de u rendant p u rSelle. — Nqu£ trouverons 
d’autres valeurs de l’argument faisant prendre A la foActioh des 
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valeurs reelles en consicUrant les developpements de p(uA-w r ) 
cL de p(u + to). 

i° Argument u-\-d, u etant reel . — D’apres la definition 
memo de pw, on a 

p ( u 4- w'j — p = 'v r 7 — 1 — 7 1 — 1 , 

Jmd[_(U — {All) — V(iJ J 2 ( JJLOJ H- VU)' J 2 J 

[X== O, d=2, ±4, 

v=±i, ± 3 , ±5, .... 

Lorsque & est r6el, si I’on change v en — v dans un terme ima- 
ginaire de la sdrie, on obtient un autre terme imaginaire conjugur 
du pr<§c6dent et la somme de ces deux termes est reelle. Done 
p(w~j-o/) est r^el quand u est r£el. On voit, de meme, que la 
derivee 

4-ft> r ) = — 2 ^-; - Ty> 

Jmd ( u — aw — W )* 

est reelle. 

Quand u crott par valeurs reelles deoaw, w4- to' varie de to' 
a to -f- w' et p'(u + to') ne devient ni nul, ni infini, sauf pour les 
valeurs extremes qui annulent toutes deux p'(tt + o/). Ainsi 
p r (u- t-to') garde un signe constant : pfV-bto 7 ) varie toujours 
dans le meme sens. Or, la valeur de cette fonction pour u — o 
est e 3 ; pour u = to, elle est > e$. Done p(u~h to') croit constam- 
ment de e 3 a <? 2 . 

D’apr&s cela, le signe constant de la derivee est le signe +. 
Gomme cette derivee part de z6ro pour revenir a zero et reste finie 
elle a un maximum. 

Ainsi, quand u crott de o a to, p(^4-to / ) est reel et croit 
de e$ d e 2 ; la d&rivee p f (u+ of) est reelle, positive et inferieure 
& un certain maximum . 

On en conclul une seconde expression de la p^riode reelle, 2 to. 
En effet, en faisant 

p(u-hw') = X, 

on a 

r dX 

du = = > 

et quand u varie de 0 k to, x varie de e% a e% par valeurs reelles ; 
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on a done, en integrant par rapport a u de o a to, el par rapport 
a x de e 3 a 


co 



dx 


/4a? 3 — give — Yz 


2 ° Argument it—u, t etant reel . — Consid^rons enfin un 
argument de la forme — to + it, t etant reel. Dans la formulc 


J>(«>K t0 ') = 

faisons iv = — co 4- it, 

j>(— w -h it | co, to') = 


-K'i .• 


OJ 

r~) 10 ) 


t -+- co i 


CO 

— T- ) 

L 



la Ibnction qui est dans Je second membre l'entre, a un change- 
ment de notation pres, dans le cas precedent. 
to 1 

Quand t varie deoa j cette fonction varie eonstamment dans 

le m6me sens : il en est de meme de la fonction p( — co-M*£[co, co'); 
or, eelte fonction part de e K pour arriver a e 2 ; elle d<§croit done 
eonstamment. Sa dbriv^e prise par rapport a t , i p'( — co + f^co, co') 
est negative et, comme elle part de zbro pour arriver a z6ro, elle 
reste sup^rieure a un certain minimum. 

u) r 

Ainsi , quand t varie deo&-j, p( — u + it) dicroit de e K d 

ip'( — co-t-j*) est negative et reste superieure d un certain 
minimum . 


Gorame 

p(o) -H it j co , co') — p ( — co H- it | co, co'), 

le m£me rdsultat s'applique aux fonctions 

p(co-h^) et «p'(to-h^). 

Remarque . — Nous venons de trouver des valeurs de u pour 
lesquelles la valeur de la fonction p u est r^elle et nous avons ddja 

reconnu que, dans le cas actual oti les quantity co et j sonl 

r^elles, la fonction p u peut prendre une valeur r6elle quelconque. 
Des autres valeurs’ de l’argument, pour lesquelles la fonction 
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prend des valeurs reelles, peuvent se deduire des pr^cedenles, en 
remarquant que liquation 


entraine (n° 43) 


pw-pp = o 

IL~±L P, 


k des multiples pres des p^riodes. 


S7. R6sum3. — Consid^rons le rectangle de sommets o, co, 
to + <i> r , co'. Quand l’argument u d6crit le contour de ce rectangle 
dans le sens o, co, co', o, la fonction pu est reelle et 

diminue constamment de + oo a — oo: 

i° Quand u ya de o au sommet o>, p u est reelle et decroit deoo 
a e K ; p' it est negative. 

2 ° Quand u va de to & co', p u decroit de C\ a e 2 , p'u est pure- 
ment imaginaire positive. 

3° La variable u allant de co -j- co' a u/, pu decroit de e 2 a 
p'u est reelle et positive. 

4° Enfin u revenant de co' a o, pu decroit de e 3 a — oo; p'u est 
purement imaginaire negative. 

En tout point pris dans le rectangle pu est imaginaire. 


II. — £tUDE DE LA CUBIQUE DEFINIE PAR LES EQUATIONS = = 

LEMNISCATE. 

S8. Cas g6n6ral. — Consid^rons la cubique ayant pour Equation 

(0 4 ff 3 — £ 2 # — £ 3 , 

ou g$ et £%, d^signent des constantes donn^es quelconques. On 
d&nontre, en Gdom^trie analytique, que Ton peut, par une pro- 
jection centrale ou perspective, ramener liquation de toute 
courbe du troisi&me ordre & cette forme. 

Construisons la fonction p(w; g^g*)] nous pourrons exprimer 
les coordonn^es d’un point de la courbe (i) en fonction d’un 
paramfetre w, en posant 

(a) x — pu, y — p'u. 

A. chaque valeur de u repond alors un point de la courbe, car 
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les fonctions p et p r sont uniformes : ce point reste lc meme 
quand on ajoute a u des multiples des p^riodes a to et 2 to'. Rcci- 
proquement, a chaque point (x, y) de la courbe repond, dans un 
parallelogramme des p&riodes, une seule valeur de u . En effet, & 
etant donn6 seul, l’equation 

x = p(w) 

donne, pour u , deux valeurs u { et — u * et toutes les valeurs 
homologues : comme la fonction p' u esl impaire, k ces deux 
systemes de valeurs de u , correspondent deux valeurs dey egales 
et de signes contraires; ce sont les deux valeurs que l’on lirerait de 
l’equation ( 1 ). Si l’on fait choix d’une de ces valeurs dey, il 1 ui 
correspond done une seule valeur de u , ii\ par exemple, et les va- 
leurs homologues. La proposition est ^tablie. 

On a ainsi une representation parametrique parfaite de la 
courbe. 

59. Condition pour que trois points soient en ligne droite. — 
Soient M*, M 2 , M 8 les trois points oft une droite quelconque 

y — ax — b = o 

coupe la courbe. Les valeurs u { , w 2 , u*, situ^es dans tin parall^Jo- 
gramme 6l£mentaire et correspondant a ces trois points, sont ra- 
cines de liquation 

p'zt — apu — b — o. 

Le premier membre de cette equation est une fonction ellip- 
tique d’ordre 3 : elle a, dans un parallelogramme 6l<Jmentaire, 
trois z£ros u K) w 2 , ^3 et un infini triple homologue du point 
u = o; d’apr&s le th^oreme de Liouville, on a done 

(3) a 3 = an to a/i'co', 

n et n r £tant des entiers. 

Cette condition qui est n6cessaire pour que les trois points 
correspondant k u <} soient en ligne droite, est suffisante . 

En eflfet, soient M 2 , M 8 les trois points correspondant aux 
trois valeurs u K , ,a 2 , Joignons les deux premiers par une 
droite et appelons le point 0 ft cette droite coupe la cubique 
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el it's le param&lre correspondant. Les trois points M.,, Mo, M' 
etanl en ligne droite, on a 

it i — f- Hi -+- u j = 2 ni w 2 ni r to / . 

m et m ] entiers. En comparant a la relation (3) suppos^e verifiee, 
on voit que u' z ne differe de & 3 que par des multiples des p^riodes; 
done Mg coincide avec M 3 et les trois points consid£r6s sont en 
ligne droite. 

60. Formule d’addition. — La relation (3) permet de retrouver 
la formule d’ addition de pu. Si Ton appelle u et p les param&tres 
de deux points de la courbe, le point en ligne droite avec les 
deux premiers correspond la valeur — (u + e) du parametre. 

D’apr^s cela, les abscisses des trois points d’ intersection de la 
cubique avec une droite peuvent etre representees par 

p(« -H p) ; 

el les ordonnees par 

P'?» p'lt, 

L’equation aux# des points d’intersection est 

F (x) == 4^ 3 — giT — — {ax -+- 6) 2 — o. 


On voit d’abord que la somme des racines est ce qui donne 
la relation 

p« + p» + p(« + p) = — ? 


a laquelle il faul joindrQ Tune des suivantes 

_ p' U—p'v _ — p'O + Q — p'v _ + 

(X pu — pv p(in-?) — pv p(u + \>) — pu 

oblenues en determinant le coefficient angulaire de la droite au 
moyen des coordonn^es de deux de ses points. 

En ^liminant a on trouve le th^oreme d’addition 


, . l (p'u — p'tA 2 

p«+pp+p(«+ p) = ? (t__j 


On peut d^duire de la m£me Equation F(#)=='o une autre 
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formule d’addilion donnantune expression da produit 
(pa — pp)[p(a-hp) — pv], 
qui est Irfes souvent utile. Posons 

#! = pp, x, = pa, ®3 = p(M-t-P); 

nous aurons l’identite 

4 a; 3 — g±x — g z ~ (ax-h b)*~z 4 (a? — x x )(x — x{)(x — x z \ 

Prenons les derives des deux membres puis faisons x =^= , 

nous trouverons 

— gi— aa(«a?i-h 6) = 4(a? s — j?i)(a? 3 — a? x ), 

ou, en introduisant les valeurs de lafonction jd et se rappelanl qne 

»(?« — )[}>(« -+-P) — V*>] = p"(’ — rtp'p, 

p'«— r'p 

P W — J) P 

En particular, si #= o, on a I’egalite 

p"p = (#2— 

qui donne une interpretation geometrique dela seconde derivee/>V 
et permet de trouver son signe quand elle est rdelle. 

Addition d } une demi-periode. — Ces considerations donnent 
une signification geometrique simple aux formules d’addilion 
d’une demi-periode etablies dans le n° 47. On les obtient en cou- 
pant la courbe par une s^cante passant par un des points ou elle 
rencontre l’axe O#. Ces points A,, A 2 , A 3 ont pour coordonnees 
y — o avec 

x = e Xl x — e>, x ~ e$. 

11s. correspondent aux valeurs to, to + to', to' de P argument u . 

Si done on coupe par une sdcanle joignant le point 

Ai( 7 =o , x = e x ) 

correspondant a la valeur to du param&lre a un point M' de la 
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courbe correspondant a la valeur u du parametre, cette sdcante 
coupe la courbe en un troisieme point M r/ correspondant a une 
valeur u u telle que 

w + w+ u' = 2 n to % n r co f , 

et, en n^gligeant des multiples de periodes, on peut prendre 
u ,r = — (u + to). Ainsi les abscisses des points M' et M" sont 

x' = pi£, x n = p ( u -1- id ). 

D’autre part, en coupantla courbe 

7 2 ~ — e t )(x — e 2 )(x- e z ) 

par une s^cante issue du point A, 

7 = m{x — e 1), 

on a, pour determiner les abscisses x r et x !r , liquation 
m-( x — €y ) = 4 (oc — <? a )(# — 63 )- 

Si dans cette equation on considere x — comme rinconnue, 
leproduit des racines ( x — e x )(x n — e K ) a pour valeur 

(#'— e { )(x" — e y ) = (e L — e 2 )(e 1 — e 3 ). 

On a done, d’apr^s les valeurs de x' et x\ 

[P^ — — e 1 ] = {e 1 — e 2 )(e|— e 3 ), 

ce qui est une des formules ^tablies dans le n°47. On obtiendrait 
de m£me les deux autres en coupant par une secanle passant par 
l’un des points A 2 on A 3 . 


61. Tangentes menses d ? un point de la courbe. — Menons la 
tangente & la courbe au point dont le parametre est w, cette tan- 
gente rencontre encore la courbe en un point; soit v le parametre 
de ce point. On a, d’apr&s la condition qui exprime que trois 
points sont en ligne droite, 


= 2/HO + ‘2/lV. 

On en deduct 

p a n co -1- 2 ri a)' 

u \- 

2 


2 
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Dans cette formule, on peut donner a. n el 11! toutes les valours 
entieres; mais deux valeurs de u qni different par des multiples 
de 2co et 2to' donnent le m 4 me point de la courbe; il suffit done 
de donner a n et n l les valeurs o et i assocides de toutes les ma- 
nures possibles. On a ainsi les quatre valeurs de u 

v v v , r , 

, f- co, H co , H co -+- 0) . 

2 2 a 2 

Done, par un point pris sur la courbe, on peut lui mener, en 
general, quatre tangentes distinctes de la tangente au point con- 
sider^. 


Points d’ inflexion . — Comme autre application, chercbons 
les points d’inflexion. Si nest le parametre d’un point d’inflexion, 
la tangente d’inflexion coupe la courbe en trois points con- 
fondus avec celui-la; il faudra done faire dans (i), a dcs mul- 
tiples prds des pdriodes, 


d’ou 


U\ = u 2= i/ 3 = u ; 


u 


2ftco -+- 2/z'co' 
3 


Dans cette formule, on peut donner a n et n' toutes les valours 
entires; mais deux valeurs de u qui different par des multiples 
de 2co et W donnent le mdme point d’inflexion. Il suffit done de 
donner a n et n ! les valeurs o, i et 2 associees do touLes les ma- 
nures possibles. On trouve ainsi rte^/points d’inflexion dont les 
parametres sont donnas par le Tableau suivant, oi u n%n > ddsigne 
la valeur de u correspondant k un choix ddtermind des enliers n 
et n! : 


«Q,0 — 0, 

u 0|I = 

2 W 

T’ 

“l),2 = 

2 CO 


2 CO -4- 2 0)' 



^1,1 — 

— 3 — ’ 

“1,1 = 

4 <o 


4 to 4 - 2 to' 


“2,0 = 

“2,1 = 

3 5 

“2,2 — 


Ces points sonttrois k trois en ligne droite; la droite, qui joint 
deux quelconques d’entre eux, passe par un troisi&me; on a, par 
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<St 


^0,0 M 1,1 — t — ^2,2 — 2W + 2 tt/. 


Le premier point u 0 , 0 est rejetd a Tinfini dans la direction 
de 0 y. 

62. Condition pour que 3 n points de la cubique soient sur une 
coixrbe d'ordre n. — Cherchons d’abord la condition pour que six 
points de la cubique soient sur une conique. 

Si Ton coupe la cubique par une conique 

A # 2 -+- 'iB.ry -+- ‘iQx-ir aE y F — o, 

Pequation qui determine les param£tres des points d’intersection 
s’obtiendra en remplaganl x et j par pu et par p r u. Le premier 
membre de cette Equation est unefonction doublement periodique 
qui, dans un parall^logramme el^mentaire comprenant Porigine, 
admel zero comme pole d’ordre 6 et n’admet pas d’aulre pole; 
Pequation admet done six racines (n os 38 et 39) et la sormne deces 
racines est nulle, a des multiples pres des periodes. 

Ainsi la condition necessaire pour que six points de la cubique 
soient sur une conique est que les paramdtres de cessix points ve- 
rifient I^galite 

K 1-H + ff 3 -+- U -+- h U,i^r «6= -4- a/f'et)'. 

La condition est suffisante car si elle est remplie, la conique, 
passant par les cinq premiers points, coupe la cubique en un 
sixi&me point dont le parametre u\ doit etre congruent a u e . 

On obtiendrait, de m6me, la condition pour que 3 n points de 
la cubique soient sur une courbe d’ordre n. Cette condition est 


U j -+- . . . -H U3 n = O . 

Par exemple, une autre cubique coupe la cubique donnee en 
neuf points qui doivent etre assujettis & une condition, puisque, 
par neuf points donnes, il ne passe, en g^n^ral, qu’nne seule 
cubique. Le theor&me precedent exprime cette condition de la 
fagonlaplus simple. 

Ce tlieor^me a de tr£s nombreuses applications geom6triques, 
nous en donnerons seulement quelques examples. 

A. et L. 


6 
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Applications . — i° Lorsque six des neufs points d’inlerseclion 
de deux cubiques appartiennent a une meme conique les trois 
autres points sont en ligne droite. 

En effet, soient u K: u 2: • • . , ih l es param^tres des neuf points 
suivant lesquels la cubique donate est couple par une autre 
cubique, on a la condition 

III "1“ •••■+* ”1“ * • » “H Uq == 0 ? 

oil, comme dans tout ce qui suit, le signe = indique que I’dgalile a 
lieu a des multiples de periodes pres. Supposons que les six 
premiers points appartiennent k une mdme conique, on aura ccllc 
autre condition 

ll l •+• Uo H“ • • • Wfi » o, 

et Pon deduit de ces deux conditions l’dgalite 


U'l H- ZZ$ -4- U$ ■= 0 j 

qui exprime bien que les trois derniers points sont en ligne droite. 
Le theorem e est done ddmontre. 

2 ° Si l’on considkre nne conique variable passant par quatro 
points fixes pris sur une cubique, la droite qui joint les deux 
points d’intersection mobiles passe par un point fixe dc la cubique. 

Soient M f , u.>, u 3 , u A , w 5 > «o les paramktres des six points d’in- 
tersection, les quatre premiers se rapportant aux points fixes. 
Posons 

W 1 -H llg -l- l<3-+- Ui— V\ 

v est une constante. La relation qui exprime que les six points 
considdrds de la cubique sont sur une conique devient 

V 4- l« 5 -1- «6 S3 o ; 

elle exprime que les points dont les paramklres sont Uq et <■’ 
sont en ligne droite. Comme v est le paramktre d’un point fixe, la 
proposition se trouve demontrde. 

Courbes de contact. — Les applications suivantes sont relatives 
k des courbes de contact, e’est-k-dire k des courbes quiont avec la 
cubique plusieurs points d’intersection confondus. 

3° Considdrons d’abord des coniques trois fois tangentes k la 
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cubique; si l’on ddsigne les paramitres des points de contact pat- 
w 2 , ih on doit avoir 


on bien 


2 Ui ■+■ 2 U<i -1“ 2 U$ = 2 11 to -f* % n r co f , 
U[ -+- u*i -T- Hi = n w -t- n r to*; 


il suffit de donner a chacun des nombres entiers n et /^les valeurs 
de o et i. 

Si Ton prend 

n = o 7 n’ — o, 

I’egalitd exprime qae les trois points sont en ligne droite. G’est 
le cas oil la conique se reduit a une droite double ; ecartons ce cas; 
il reste trois families de coniques correspondanl aux relations 


ll\ *+* il* =s to ? 

u i -4“ Hi *= to r . 
u 1 4~ Ui 3 w + io\ 


On peut done choisir arbitrairement deux des points de contact 
pour chaque conique d’une faniilie. Prenons une conique, de la 
premiere famille par exemple; si l’on fait passer une conique par 
les trois points de contact u ( , t/ 2 , u$, elle rencontrera encore la 
cubique en trois points u\, u 2 , r/ 3 et l’on aura 

U\ ■+■ llt~\- u$-r- u\ -+* u’l -H = 211 to -+- ‘i/j'u/. 


De cette relation et de la condition ddj& verifiee par u.>, 
on diduit 


ll\ 4- 11$ -h (t) , 


el l’oa voit que les trois nouveaux points sont aussi les points de 
contact d'une conique trois fois tangente ala cubique appartenant 
ii la mime famille. 

4° Gherchons encore les points de la cubique oil la conique oscu- 
latrice a un contact du cinquieme ordre, ou, ce qui revient au 
mime, les coniques qui rencontrent la cubique en six points con- 
fondus. 

On doit avoir pour le paramitre du point de contact 


= 2rtto 4-^n'co', 
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n n . , 

U = -- 2(0 — 2(0 . 

6 b 

Chacun des nombres entiers n et n peut prendre toutes les va- 

leurs de o a 5, ce qui donne 6-= 36 points. 

On trouve parmi ces points les neuf points d’inflexion qu’on 
obtient en considdrant les tangentesd'inflexion comme des droites 
doubles, puis 

62 — 32=27 

points de contact de veritables coniques surosculalrices. Ces 
points sont six par six sur des coniques. 

63. Cas particulier oft to et ~ sont reels. Forme de la courbe. 
Nature de Fargument donnant des points r6els. — Nous allons 
maintenant examiner le cas particulier ou 0 ) el j sont r£els, de 

fagon k avoir une representation g<5omdtrique des resultats clu 
paragraphe precedent. Dans ce cas, la courbe a pour equation 

y2 = { (x — <2, )(.T - (’jj) (X — <2., ), 

ou e l9 e 2 , e$ sont reels et ranges par ordre de grandeur de- 
croissante. Pour que^ soit reel il faut que x soit compris entre e ;t 
et e 2 ou plus grand que e { . On voit immediatement que la courbe 
esl formee d’une ovale A 3 A 2 et d’une branche infinie A< de nature 
parabolique, sur laquelle la tangente tend k devenir paralleie k 0 y 

(jg - 5 )- 

Gherchons quelles yaleurs il faul donner a u pour obtenir les 
point reels de la courbe. D’abord, pour obtenir les points de la 
branche infinie, il faut donner k u des valeurs faisant varier x de 
e, a 4-oo, c’est-&-dire des valeurs r^elles. Puis, pour obtenir les 
points de l’ovale, il faut donner a u des valeurs faisant varier x 
de e 3 k e 2} c’est-&-dire des valeurs de la forme u + <*>', u etant r^el. 

On peut facilement suivre sur la courbe la marche du point 
(x,y) quandPargument prend ces deux syst&mes de valeurs. 

Supposons d’abord u r^el; il suffil, k cause de la p&riodicitd, de 
le faire varier de — to k + co, en remarquant que des valeurs de u 
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egales et de signes contraires donnent des points de la courbe sy- 
m^triques par rapport aO^. Quand u croit de o a o>, x ddcroit 
de -+- oo a e { , y croit de — oo & o : on a done la branche infinie de 
courbe situee au-dessous de Ox et Tenant aboutir au point k h 
dont les coordonn£es sont e { et o. Au point A 1 la tangente est pa- 
nicle a O y puisque ^ = p ! u s’annule pour u = o) et que ^ ne 



s’annule pas pour celte valeur. Quand u varie deoa— o, on ob- 
tient la branebe de courbe sym^trique de la precedente par 
rapport a Ox. Nous avons ainsi construit la partie de la courbe 
donnde par des valeurs rdelles de l’argument. 

Supposons maintenant I’argument de la forme w- to' et faisons 
varier w, par valeurs rdelles, de o a co ; x croit de e z a e 2 ; ^est 
positif, varie d’une maniere continue et part de zero pour revenir 
a zdro. On a done la branche de courbe situee au-dessus de Ox 
et allant du point A 3 (e 3 ,o) au point A 2 (e 2 ,o); les tangentes 
en A 3 et A 2 sont parall&les k 0 y. L’argument 6tant toujours de 
la forme tz+o/, en faisant varier zz^ar valeurs reelles deo a — co, 
on obtient le deuxieme arc de 1’ovale sym^trique du premier par 
rapport k Ox. Nous avons ainsi construit la partie de la courbe 
(ovale) correspondant aux valeurs de la forme u-{- co 7 , u r4el. 
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Tangentes paralldles ct Ox. Signe de p n u* — Comme on a 
y = p'u ) les valeurs de u correspondant aux points oil la tangente 

^=oou j/w = o* La 

fonctionp"*/., quiestpaireet d’ordre 4, a, dans nn paralldlogramme, 
quatre zeros deux a deux ^gaux et de signes contraires. II y a done 
sur la courbe quatre points ou la tangente esl parall^le & 0#. 
Deux points, les points B< et B 2 , sont seuls r6els : en effet les 

abscisses de ces points sont racines de ^equation = o ou, d’a- 

pr&s Liquation de la courbe, 12 x 2 — g- 2 = o. Cette Equation, dont 
le premier membre est la d 6 riv(Se du polynome 4# 3 — g%% — g 3 , 
a une racine a entre e K et e 2 et une autre (3 enire e» et e 8 ; ccltc 
demise seule donne des points r£els B 1 et B 2 . 

L’identitd 2 p r/ n = i 2 p 2 u — g*~ 12 x 2 — g 2 donne le signe de 
p lr u> Sur la branche infinie, a, p rr u est positif. Pour Povale, 
sur Parc B< A 2 B 2 , p lf u est negatif, car x est alors compris entre les 
deux racines a et (3 de 12 .x 2 — g 2 ; sur Pare B* A 3 B 2 , p rr u esl po- 
sitif, oar x est inferieur k (3. 

Tangentes menses par un point de paramUre 0 . — Nous 
avons vu que les quatre points de contact correspondent aux va- 
leurs du param&tre 

p v p , p 

— — 3 — — — tO, — i — CU _ — — -4- tO — b W . 

2 2 2 2 

On peut done, par un point P pris sur la courbe, mener quatre 
tangentes, en g£n6ral distinctesde la tangente au point consid6rd. 

Lorsque p est reel, pour deux des points de contact, l’argumenl 
est r£el; pour les deux autres il est de la forme co'4- u t , u { £tanl 
r£el. Done, lorsque le point P est pris sur la branche infinie, les 
quatre tangentes sont rdelles : deux des points de contact sont sur 
Povale et les deux autres sur la branche infinie. Lorsque p est de 
la forme (d'+ p t , p f £tant r6el, on a 

P __ co' P t 
2 2 2 

Les arguments des points de contact ne sont ni r£els, ni de la 
forme *>' + u { £tant r6el (& des p£riodes pr&s). Par un point P 


est parallel e aO^ sont racines del’equalion 
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pris sur l’ovale on ne peut pas mener a la courbe une tangente 
reelle. 


Points d* inflexion . — Nous avons trouve plus haut neuf va- 
leurs du param£tre donnantles neuf points d’inflexion. Dans le cas 
particulier que nous examinons ici, trois de ces valeurs 




2C0 

T’ 


4 to 

T 


sont reelles; elles donnent trois points d’inflexion r6els situ£s sur 
la branche infinie, le premier a l’infini, les deux autres aux points 
L et I 2 symdtriques par rapport a Ox. Ces trois points sont en 
ligne droite. 


64 -. D6g6n6r ©scene© . Cas d’un point double. — Supposons le 
discriminant^ — 27^-3 nu ^ La cubique a alors un point double. 
Une des p6riodes 2d est infinie (n os 23 et 37 )etpzj se reduit a 


d’ou 


■ x = p u = 


TC 2 

I2C O 2 


7 t 2 J 

4 w 2 . _ 7 ui 7 
sin 2 — 

2W 


y=p u =— 


7T 3 

4 CO 3 


COS - 


2 CO 


sin 3 ■ 


2 CO 


La condition necessaire et suffisante pour que les trois points 
correspondant aux valeurs U\, m 2 , 11$ du parametre soient en 
ligne droite est alors 

Ml 4- U% 4~ M 3 = 2 71 CO, 


ou n esl un entier. C’est ce qu’il est aise de verifier. En efiet les 
valeurs de u correspondant aux trois points ^intersection de la 
cubique avec la droite Ax + By -j- C = 0 sont alors racines de li- 
quation 

Apw-i-Bp'tt- 4 -C =0, 

ou, en designant par a , b , c d’aulres constantes, 


cos - 


% M 
2to 


sin 2 


-irw 
2 Ci) 


H-C = 0, 


sin 3 - 


2 CO 


a 



CIIAPITRE III. 


Equation da troisieme degre en 


a ( i -4- 1 * ) -t- b t ( 14- t * ) -+- c = o. 

La somme des produits des racines deux a deux etant i on a, 
d’api'&s la formule donnant la cotangents d’une somme, 

cot— ( ! -f- ll<) -f- U 3 )= 3 C, 

2 Cel 


- - (iti H- ii-i - h m 3 ) = nir, 

2 to 

ce quiest bien la relation indiqu^e. Actuellement il n’j a plus que 
trois points d’inflexion; car en faisant U\ = u*-=: u 9 = u , on a 

3 = 2 nco, 

d’oii trois valeurs donnant des points distincts 
„„_ato 4<o 

w — Oj w — ’Tjjr ? w — * ~r^~ * 

Ces points sont en ligne droite car 

w'" = 2 to. 

Cas d’un point de rebroussement. — Si g* = g !t = u la cu- 
bique devient 

y % — 4#*; 

elle a un rebroussement. Alors les deux pdriodes to el to' sonl in- 
finies ; on a (n° 23) : 

Les trois valeurs de u correspondant & trois points en lign< 
droite v^rifient alors la relation 


U\ “h U\ -t~ U 3 = 0 5 


en effet, elles^ sont racines d’une Equation de la forme 


2 , & , 


qui, rendue entiere, ne contient pas de terme en m 2 . 



on a 
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II n’y a plus qu’un point d’inflexion, car en faisant 

III = U-2 = &3 = 

3 u = 0 . 


Ge point d’inflexion est d’ailleurs rejele a I’infini. 

65. Rectification de la lemniscate. — Soit une lemniscate ayanr 
pour Equation en coordonn^es polaires 

r 2 =. 2 cosaO. 

Fig. C. 



L’arc OM = i (Jig- 6), compl<5 a partir du point double oti 
est nul, est donne par les formules 

2 dr 


ds=sjdr*+r*d&* = 


v / T = ^ 


_ f 2 dr 

«-'o J l\ — r '' 


Faisons le changement de variable 


il vient 


■=v/i> 


-s: 


dz 


sj k z z — : 

on a done une integrate de la forme 

dz 


L /n 


i* 3 — g’.z — gs 
avec g% = 1 , ga = 0 . On en conclut 

z = p(s; i,o) = ~y 





CHAP IT RE III. 


On a ainsi une representation geometrique de la fonclion 
jd(s; i ? o) pour les valeurs reelles de l’ai'gument. 

Actuellement les racines £o, e 3 sont o et — ~ • Les ex- 


pressions 


e’est-a-dire 


ou encore 


\/ 3 -V ^ 


\J'1 — r 3 i 

TTT’ r 


\A H- /’• 

/•\A 


y/u. sin Q i /^cosf) 


sont des fonctions uniformes de s exprim^es paries quotients 

*i(s) 0 * 3 ( 5 ) B 

<*(0’ C'(S) ’ *(s)’ 

On a ainsi une representation geometrique de ces trois fonctions 
pour le cas g% = 1 > g , 3 = o. 

La demi-pEriode reelle est donnee par 


= r = = c 

J e , v/4^3 3 — ^S-^3 *A 


Elle est egale au quart de la longueur totale de la lemniscatc, car 
en revenant & la variable r, on a 


'-Jo 


ce qui est la longueur de 1’arc OA. 


III. — PENDULE SPHERIQUE. CORPS PESANT DE REVOLUTION. 

Elastique GAUCUE. 

66. Pendule sphSrique. — Le pendule sphirique est conslitue 
par un point pesant mobile sans frottement sur une sphere fixe. 
Prenons pour origine le centre de la sphere et pour axe des z une 
verticale dirigee vers le haut. En coordonnEes semipolaires l’equa- 
tion de la sphere est 

r*-h**=J*, 
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on ddsignant par l la longueur du pendule, Le mobile esl soumis 
a Faction de deux forces, son poids et la reaction normale de la 
sphere; le thdoreme des forces vives donnc done 


p2 — — 2 gZ -+- h. 

De plus, les deux forces ^tant dans un meme plan avec Paxe 
des z, on peut appliquer le principe des aires a la projection du 
mouvement sur le plan xO y : 

r 2 dty = G dt. 


^d«signanl Tangle polaire. Ces trois Equations d^terminent z , r 
et en fonction de t . 

Cherclions d’abord a determiner z : il faudra pour cela eli- 
miner r et Liquation des forces vives peut s’^crire 

dr* -4- 7' 2 db* -+■ dz* 

w ; “-»** + *■ 

De liquation de la sphere, on tire /* = ^/Z 2 — d’autre part, 
liquation des aires donne 

n C dt G dt. 

^ = — =--K=rr 

Portanl ces expressions dans liquation des forces vives, on a 
une Equation de la forme 

(■) K§) s = t ?^’ 

oil <p(z) d^signe le polynome du troisieme degre 
cp(s)= (/t — - 2 )— G 2 - 

On en d^duit le temps t et Pangle en fonction de z par des 
intSgrales ellipliques. 

Pour que ^ soitr6el, il fautqne cp(^) soit positif, Ce polynome 

a ses racines r^elles : en effel, appelons z 0 la valeur initiale de z 
et substituons dans <p(#)la suite des nombres +oo, Z, z 0l — l ; nous 
trouverons, pour les r^sultats des substitutions, les signes +, — , 
+, — , car rend ^videmment <p(*o) positif, la valeur initiale 
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9-* 

d e-~ elant reelle. 11 j a done une racine z { de <p (z) enlrr 

et une autre z 2 enlrc l et z Q) une troisi£me entre s 0 el — /. 
Ainsi les nombres de la suite 

5 1i h * 2 , -3i — ^ 

sonl ranges par orclre de grandeur decroissante. La variable ; pnr- 
tant de ne peut varier que dans I’intervalle z 2 5 3 . 

Ccilculde z. — La coordonnde z est donnee en fonclion de t 
par liquation (i) d’apr^s laquelle l~(^J est egal a un polynomr 

0(5) du troisieme degre en z . Pour en tirer 5 par une fonclion 
elliptique de t ) nous commencerons par faire un changemenl li- 
neaire de variable de la forme 


(a) £ = Mjm-N, 

ou s designe la nouvelle inconnue et M et N deux constanies teller 
qae liquation (1) prenne la forme 

0 ) (jftJ = U a - 

Par la substitution (2) Pdquation (i) devient 

('> /dt\*_ f(t) _ o(Mt-hN) 

U; - \dt) M*/* ~ M*/s ' 

Pour identifier avec la forme ( 3 ), il faut dgaler ii 4 le coeffi- 
cient de s 5 et k 0 celui de s 2 dans le deuxi^me membre. On a ainsi 


( 5 ) 




Liquation prend alors la forme ( 3 ) & condition d’atlribuer aux 
constantes g 2 et g 2 des valeurs convenablement choisies. 

Comme le polynome <p(s)atrois racines rdelles a, > Sj>^ 3! 
le polynome transform^ 


y(Ms-t-N) 

M*/‘ 


4 « 3 — its— g, 
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a Irois racines r^elles e 2 , e% 


(6) 



- 2 — N 


«* = 


~ 3 -N 

M 


7 


et Ton a e { > e 2 ^> e 3 , car ML est positif. 

Construisons alors la fonction pu avec les invariants g. 2 et g * ; 
cette fonction v^rifie liquation 


P ' 2 U = 4 p3 M u __ ^ - 


o ( JYI p m H— TV ) 

SF7 


Si done on pose 


.9 = pu, S — l\I p It -+- i\, 


a etant regarde comme fonction du temps t : liquation (4) devient 


d’ou 


(p'u 



On peut toujonrs prendre le signe +, car pu dtant paire, on 
pent changer le signe de u. On a alors 

u = t 4 - const. 


Cherchons maintenant de quelle forme est la constante. Comme 
la valeur trouv^e pour M est positive, la relation 

z = M p u -h N 

montre que s = pu varie dans le m£me sens que^. Done quand ^ 
d^croit de z> 2 a v 3j pw decroit de e 2 a e 3 , u — to' est done reel et 
Ton a 

u — t -+• Cl)', 

si Pon compte le temps a partir de Pinstant ou z = z- 2 . 

La demi-p^riode r^elle to est le temps que met z a varier de z- 2 
a z ;} . 

Calcul de — L’ angle A est d^ Qni par liquation diffdrentielle 
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que nous ecrirons, en remarquanl que dt = da , 


2 l V — l z l 


Dans cette equation, il faut remplacer z par sa valeur 
- = -+- N ; 

le coefficient de du est alors une fonction elliptique de a que 
nous allons decomposer en elements simples, de fagon k pouvoir 
integrer. 

Gonsiderons deux arguments a el b definis par les relations 

(7) J = Mpa -h N, — / = M ( p£ 4- N, 

ces arguments sont definis aux signes pres; nous yerrons plus loin 
comment il convient de choisir leurs signes. Alors l’expression 
de di) devient 


y 2 JVW \ P u — P a P u ~ pb / 

G 

oil il reste a donner une forme simple au coefficient 
Pour cela remarquons que le polynome 

©(3 ) __ tpfMj) u h- N) 

WT* “ " MH* 

G 2 

se reduit a — pour z~ l cl z ~ — c’est-ii-dire pour a = a 
et a — 6 ; comme on a identiquemeni 

p- Sw= = Vj^£lL±ll, 

r “* M2 ? 


on trouve, en faisant successivemenl u = a et u = b , 




C 2 

W*b = 

* M 2 / 2 


Nous prendrons, en extrayant les racines, 


p ' a = p ' b = m’ 


ce qu’on peut toujours faire, car jusqu’ii present les signes de a 
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et b n’etaient pas determines; nous les de terrain on s par le choix 
de signes que nous venons de faire pour p'a et p f b. 

On peut done ecrire 

. d*b __ p'b p f a 

dii “ pu — pb p u — pa 

La decomposition du second membre en elements simples se 
fait en appliquant deux fois la formule (64) du n° 44 

. db 

<ll ’Tu = C( M — — 

— £ ( m H-* Z> j -t- £ ( w — 6 ) h- 2 £ $ . 

En integrant et en remontant des logarithmes aux nombres on 
trouve 

«ti4> = _ E s + e^o-W 

3(u — a) a'(« + ^) 

La constante d’integration — E 2 se determine par les condi- 
tions initiates. 

L’angle d» est ainsi exprime en fonction du temps. 

Expressions de x ety, — On a 

n x -h iy <j( u ■+• a) 3{u — b) A lVt y , 

— JL s- _ E 2 — 

x — iy <j(u — a) b) 


D’autre part, d’aprds liquation de la sphere, 


4 - iy){x — iy) = (J — s)(Z z) =z—M*(pu — pa)(pu — pb), 
(af-t-iyX® tr)- tf* mo* 6 ■ 


En multipliant membre &. membre les 6galites qui donnent 

•^±4 ^ et (# + iy)(x — iy) on oblient ( x + iy) 2 , 
x iy 

y + iv = EM — — — - £ r y 

G’a<jbtf i u 1 


on en conclut 


x—iy 


- _ 1 M *(»-«) *(»■+*) BlCMW 


Enfin, remplagons M par sa valeur en fonction des elements 
elliptiques, valeur qui peut s’obtenir en retranchant membre a 



membre les egalites 
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,r -h iv = 

- iy = 


— / = I\I p « -b N, — / = J\] p b h- N ; 

I - ‘li - „ oi * % <i**b m 

~~ pa — pb ~ J — b) 

/I? *(u+a)*(u-b) 

J s’ (_«-+- 6) o' (?? — /? ; o' 2 ?? 

/ '\ 3 a 3 b u ( k — <t) u b) c _ n{ fy_fy f) 

li j (a + 6) 3"(a — b ) 3 2 u 


On a ainsi %, j } z exprim 6s en fonctions uniformes dc t . 
Quand t augmenle de a to, z reprend la meme valeur, l’anglc po- 
laire A augmenle d’une certaine conslante. 


67. Corps pesant de revolution suspendu par un point de son 
axe. — Prenons pour originele point de suspension 0, pour axes 
lies au corps l’axe de revolution Os et deux axes perpendicu- 
laires, pour axes fixes la verticale ascendante Os, ct deux axes 
perpendiculaircs. On ddmontre en Mdcanique (<) que les angles 
cl ’Euler 0, cp, qui ddfinissent la position des axes lids au corps 
par rapport aux axes fixes, sont donnds en fonclion du temps par 
les formules suivantes. D’abord, en posanl cos9 = s, on a 

( I ) /M 3 ; < I — 5 4 ) — ({*--/» 5)*n=/( 3), 


ou m, /?, a, p ddsignent des constantes, donl la premidre m csl 
positive, de sorte que f(z ) est un poljnome du troisidme degrd. 
On a ensuite 


(*) 


ebb _ j3 — nz 
dt ~~ i — z* 


O) 


__ dty p — 71 z 

cit - r °~ s Tt =r °~ : 73^ 


/•„ d4signanl une autre constante. 

II s’agit de tirer de ces Equations 8, cp, ({7 en fonclion du temps. 
Les calculs, comme on va le voir, pr^sentent une grande analogic 
avec ceux que nous venons de faire pour le pendule sphdrique. 


( l ) Voir Aitell, Tf'aite de Mecanique, l. II, n° 402. 
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Cette analogie peut aller jusqu’& ridentit£, car, dans le cas parti- 
cular oil le corps pesant de revolution se reduita an seul point 
materiel, il constitue un pendule sph.6rique. 

Le polynome f(z) est n4gatif pour les valeurs — oo, — i et — f— i 
de z , tandis qu’il est positif pour la valeur initiale z Q de z qui 

rend necessairement ~ reel et pour + oo. II a done ses trois ra- 

cines Z\ , z 2) z z reelles et comprises respectivement dans les iDter- 
valles (+oo, + 1 ), (+i, 5o ) et (s 0 , — i). 

Calcul de z* — Commengons par faire un changement lin^aire 
de variable 

ou M et N sont des constantes choisies de telle fagon que 1’equa- 
tion en s prenne la forme 



Par ce changement Pequation (i) devient 
x f ds Y _ /(M« + N) 

' \dt) ~ M2 


On d£terminera les coefficients M et N de fagon a rendre £gal 
a 4 le coefficient de s 3 et k o celui de s 2 ; apr&s cette determina- 
tion, qui donne pour M la valeur positive M = on pourra 
ecrire 


(6) 


/(Ms -MV) 
M^ 


= U 3 - £ 2 * — £* 3 , 


a condition de donner aux invariants g 2 et g z les valeurs qui 
rendent le premier membre identique au deuxi&me. 

Les racines du polynome f(z) 6tant, par ordre de grandeurs de- 
croissantes z if z 2 , z Zy celles du polynome transform^ en s seront 


Zy — N — N 


e 3 = 


- 2 ? 3 — N 

M ‘ 


Pour que f(z) soit positif il faut que z partant de £ 0 varie 
entre z 2 et z z j done s devra varier entre e 2 et e 3 . 

Si l’on construit la fonction pu aux invariants g 2 et g 3 , cette 
A. ET L. 


7 
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fonction v^rifiera liquation 


( 7 ) 


p' 2 « 


/( M p u + N ) 
M2 


4p*K — — 


Nous poserons alors $=:pu en regardant u comme une fonction 
de i £, et liquation (5) deviendra 


c’est-a-dire 



4p*u — gipu 


t» 3? 



= 1, 


du 

Tit =+ ’’ 


ou nous prenons +i, car, pu etant paire, on peut tonjours 
changer u de signe. On a alors 

it = t -4- const., 

et, comme s = pu doit rester compris entre e 2 et e 3 , u — co' doit 
etre reel. Nous ferons 

(8) u~t 

alors pour l = o, u = o', pu — n = z%. 

Le temps est done compi^ k partir d’un instant ou z = 

En r£sum6 ; nous avons exprim6 z en fonction uniforme du 
temps par la formule 

z = Mp u H~ N, u — 4 •+■ to'. 

La demi-p^riode o) est le temps que met z a varier de k z 2 el 
inversement. 


Calcul de — On a 

dty _ ft — ns _ x / ft hh n p — /z \ 

dt ~~ 1—^2 “ 2 \ ^ + I Z — l )' 

Rempla§ant, dans celte expression, z par sa valeur 
z = Mp w + N, 

et dt par afo, on est ramend, pour avoir <|q k integrer une fonction 
elliptique. Pour faire cette integration il faut decomposer la fonc- 
tion elliptique du second membre en Aments simples. Pour 
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cela, ddterminons deux arguments constants a et b par les condi- 
tions que pour u = a 9 z devienne egal k i et pour u=b, z de- 
vienne egal a — i 

, ( Mp« + N = i, 

'( M p 6 4- N = — r . 

Ges arguments sont determines aux signes pres par ces deux 
equations, si l’on regarde comme ^quivalentes deux valeurs de a 
ou deux valeurs de b ne differant que par des multiples des p£- 
riodes. On aura alors 


dii _ 1 / g -f- a (3 — n \ 
du 2, M \ p u — p b pu — pa/ 


Les rapports ^ - s’expriment d’une manure simple a 

l’aide de a et b • Remarquons pour cela que le polynome f(z) se 
reduit a — ((3 — n ) 2 pour z = i et a — ([j n)~ pour 5 = — i. 

Done la fonction /( M pu + N) se reduit a — (ji — tt) 2 pour u = a 
et a — (P + n) 2 pour u = b. Mais comme on a identiquement 


p r *u = 


mpu±K) 

X . I ■) ? 


on a, en faisant successivement u = a et u = b 1 


r M* 


p' 2 * = 


({3-4- rt) 2 
M 2 


En extrayant les racines, nous prendrons 


p f a= i&- 


M 


P'b- 


.0 4-71 


en choisissant convenablement les signes de a et b qui jusqu’ici 
Staient rest£s ind£termin6s. Nous aurons alors 

-dty _ ?' a 

1 die pu — pb pu — pa 

L’int^gration s’effectue comme dans le cas du pendule sph£- 
rique. 

Si Ton appelle a ", (3", y^les cosinus des angles que fait l’axe 0$ 
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du corps avec les axes fixes Ox { , Oy^, 0- 4 , on a 

de plus a ;/ et sont les coordonndes x K et y { du point situe sur 
1'axe du corps a une distance i du point 0; en appliquant nne 
methode identique a celle que nous avons suivie pour calculer x 
et y dans le pendule sphdrique, avec ce seul changement que, 
actuellement, l se trouve remplace par i, on trouve 



zcfaib 

b)3(a — b) 
i3a ib 

o'(a+ 6 ) a? (a — b) 


<t(u-a)'f(u+b) 

c 


avec 


ll — £ - 1 — ( jl ) . 


Calcul de cp. — On a 


do 

di 



r^ — z 


(3 — nz 

i — z± 


Decomposant le second membre en fractions simples, il vienl 



71 -}- 


i /p -v- n 

2\5+I 




Rem pla<jons z par Mpw + N et introduisant commetout a l’heure 
les arguments a et 6, on a 

do i / p’a p'b \ 

du 2 i\pu — pa — pb ’ 


d’ou, en decomposant en elements simples, 

. do 


et en integrant 






la constante C se d&ermiite en 6crivant, par exemple, que f est 
nul pour £ — o, c’est-a-dire u = o>'. 
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68. La courbe elastique gauche (*). — II s’agit de trouver la 
figure d’equilibre d’une tige flexible dont la section est circulaire 
et qui est soumise a Paction de forces appliquees seulement a ses 
extrdmitds. 

Si P on choisit convenablement les axes de coordonnees, on 
irouve pour definir la courbe cherch^e les Equations different! elles 

(0 | z'x*— % T z ,r — 

( vy'—yx n =ccz , -hy, 

dans lesquelles x\ y r , x\ z lf designent les ddrivdes par 
rapport a Parc s des coordonnees x , y, z et a, {$, v des conslantes 
dont les deux premieres sont essentiellement positives. 

Ajoutons membre a membre les equations precedentes apres 
avoir multiple les deux membres de chacune d’elles respective- 
ment par y\ z f ; en tenant compte de la relation 

x rz -\~yz f- z' 2 — i, 

nous trouvons 

(o.) a -+- fiiyx'-xy')- H 7 -' = o 

et en diff&rentiant le premier membre par rapport a s 

(3) P( yx' f — a;y tt )’tr'{z''= o. 

Multiplions maintenant par x les deux membres de la premiere 
equation differentielle, parties deux membres de la deuxieme et 
ajoutons, il vient 

z"{xy' —yx t )~-z\xf —yx tt ) = -yy'), 

et si l’on remplace xy* — yx l et xy 1 ' — yx n par leurs valeurs 
en fonction de z f et de z u tiroes des equations ( 2 ) et (3). 

z "( a -+- yz')— z'yz v = a p(ir x'-^yy'), 

ou encore 


( *) Voir Hermite, Sur quelques applications des fonctions elliptiques, p. 93; 
et une Note de M. J. Bertrand dans la Mecanique analytique de Lagrange 
(Edition public par M. Darboux, t. I, p. 460). 
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En integrant et en designant par 8 une nouvelle constante 

Ainsi, des Equations difierentielles donndes (i), nous pouvons 
ddduire le system e suivant 

P(*/— r^)= 

P(xx'-hyy')=z' r 
j3(a? 2 4-y 2 ) = 2(V — o). 

Servons-nous maintenant de Tidentite 


(xx’ 4- yf ) 2 4- ( yx r — a?/ ) 2 = ( x 2 4- y 2 ) ( a/* 4- y 2 ), 


nous obtiendrons, pour determiner z r : P equation difFerentielle 

(S) !=2p(i-3,s)( - _8) ~ <a+Y ^- 

Dans le cas particular ouy~o, cette equation difFerentielle 
a , au signe de z ! pr£s ? la meme forme que celle qui s’est presentee 
a propos du pendule spherique et s’integre de la m£me maniere. 

Si y yi o, requation difFerentielle ne difFere de celle qui donne 
z = cos 6, Mans le mouvement d’un corps grave de revolution, que 
par le signe de s r \ la method e sui vie dans ce dernier cas s'applique 
done sans difficulte au cas de l’eiastique gauche et Ton pourrait 
d’ailleursmettre les problemes en equation de maniere a aboutir k 
des equations*difFerentielles identiques. 

D 7 apres{un theor^me du a KirchhofF, Paxe d’un pendule sphe- 
rique ou d’unejtoupie dont la pointe est fixe r este toujours parall&le 
a la tangente a une courbe elastique gaudhe, le point de contact 
de la tangente ddcrivant la courbe avec une vitesse constante (*). 


C 1 ) Fair Greenhill, Fonctions elliptique$ } p. 320 et 3*4, Poincare, Legons 
sur la Theorie de V Elasticity, p. 201 . 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE III. 


1. Determiner les parametres des points de contact des tangentes 
menees a la cubique a: = pit, y = p ' u par le sommet de la branche 
infinie (to et w' reels). 

En conclure que, Ox etant suppose horizontal, 'si Ton considere le point 
le plus haut de l’ovale on peut prendre pour parametre de ce point une 
quantite de la forme a + to 7 , a etant une quantity reelle comprise entre o 

to 

et ~. 

\ i 

II sufflt pour le voir de prendre un argument u- 4 - a/, de faire varier u 
de 0 a ~ et de remarquer que ^ H- to' correspond a une tangente menee du 
sommet Aj. 

2. Le rapport anharmonique des quatre tangentes menses a la cubique 
par un point P pris sur la courbe reste constant quand le point P se de- 
place sur la cubique. 

On peut obtenir ce rapport anharmonique en fonction des coordonnees 
du point P et des coordonnees des quatre points de contact. On exprime 
ensuite ces coordonnees a l’aide des parametres elliptiques correspondants 
et l’on applique la formule de l’exemple 2, page 63. 

3- Si Pon appelle points correspondants d’une cubique deux points tels 
que les tangentes en ces points vont se couper sur la courbe, il y a trois 
points correspondants d’un point donn6 et, en designantpar u le parametre 
du point donn£, on peut prendre comme parametres des points correspon- 
dants 

ZZH-CO, M + w', u-t-w+w'; 

chacune des demi-periodes defmitun des trois syst&mes de correspondance. 

Si Pon considere deux couples de points correspondants du m6me sys- 
teme : A, A! d’une part, B, B' d’autre part, les droites qui joignent les points 
non correspondants AB, A'B' ou AB', BA' se coupent sur la courbe et les 
deux nouveaux points sont des points correspondants dans le ra£me sys- 
t£me. 

4. Sur la cubique dSfinie par les equations 

# = y = p'u, 

on prend deux points dont les parametres different d’une constante v; la 
droite qui joint ces deux points enveloppe une courbe de sixieme classe. 

Dans le cas particular ou v a l’une des valeurs 

o), o>', co -h to', 
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l’enveloppe est une courbe de troisieme classe (^qui se presente ici comrae 
comptde deux fois). 

Dans 1’equation de la droite joignant les deux points on remplace les 
coordonnees courantes par les coordonnees x Q ,yo d’un point Po, I’equation 
en u aiiasi obtenue a six racines dans un parallelogramme elementaire. 
Dans le cas particulier ou p = to par exemple, 1’equation en u ne change 
pas quand on change u en u -b co. 

Remarque . — La cubique donnee peut etre regardee comme la hessienne 
d’une autre cubique G et cela de trois manieres difFerentes ; les courbes 
de troisieme classe qui viennent d’etre definies sont les cayleyennes des 
trois cubiques C (*). 

5. Si deux systemes de trois droites ont huit de leurs neuf points d’in- 
terseciion sur une cubique, le neuvieme point d’intersection est aussi sur 
la cubique. 

Cette proposition peut se verifier directement a 1’aide de la condition 
pour que trois points soient en ligne droite; ellepeut aussi se deduire d’un 
theoreme demontre n° 62. 

Si 1’on appelle tangentiel d’un point m d’une cubique le point ou la tan- 
gente en m rencontre encore la cubique, les tangentiels de trois points en 
ligne droite sont en ligne droite. 

La droite qui joint deux points d’inflexion va passer par un troisieme 
point d’inflexion; on remarque qu’un point d’inflexion se confond avec son 
tangentiel. 

6. Determiner les points d’inflexion de la cubique 

x = pu, y = p'u, 

en etudiant la variation du coefficient angulaire de la tangente. 

On trouve pour les determiner l’equation 

p’ up m u—(p"uy = o, 
ou en posant x = pu, l'equation 

f{x) = X'— I gtX*— gzx — i (1. = 0 , 

dont la derivee est 

/'(#) = — ^3=0. 


Si g* et g z sont reels, cette equation a deux racines reelles et deux racines 
imaginaires conjuguees. Ces racines sont 




(*) Voir Clebsch (Lindemakn), Legons sur la Geom4trie, t. II, p. 38i. 
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si on les designe par a , b , c, d elles verifient la relation 

aS = (a-&)*(c — <*)*+(« — c)(a — d)(b - c)(b - d)= o, 

qui s’obtient en appliquant les formules (7) et(9) page 62 (S est un inva- 
riant de liquation). 

7. fitant donnes trois points P, Q, R sur une cubique, determiner un 
triangle ABC dont les sommets soient sur la courbe et dont les cotes 
passent respectivement par les points donnes P, Q, R. 

II y a quatre solutions. Si les trois points P, Q, R sont en ligne droite, 
les sommets de Tun des triangles sont en ligne droite : il reste seulement 
trois triangles proprement dits. 

8. Si Ton considere une conique ayant deux fois un contact du deuxieme 
ordre (trois points confondus) avec une cubique, la droite qui joint les 
points de contact va passer par un point d’inflexion. 

9. Si Ton considere Tune des trois tangentes menees d’un point d’in- 
flexion le point de contact est tel qu’il existe une conique ayant en ce 
point avec la cubique un contact du cinquieme ordre (six points confondus). 
Retrouver que le nombre de ces coniques est 27. 

10. On mene la tangente a une cubique en un point P 0 ; soit Pi le point 
ou cette tangente rencontre de nouveau la courbe. On mene la tangente 
en Pi, soit P 2 le point ou cette tangente rencontre de nouveau la courbe. 
On determine ainsi une suite de points 

P01 Pl> • • • > Prj 

dont chacun estle tangentiel du precedent. Trouver la condition pour que 
le contour ayant ces points pour sommets successifs se ferme et forme un 
polygone de r cotes. 

On ecrit la relation qui existe entre les parametres de deux sommets 
cons6cutifs etl’on exprime que P r coincide avec P 0 ; on trouve que le para- 
metre de Po doit satisfaire a la condition 

_ 2mto-t-2rato' 

M °“ ( — 1 ' 2 r -H 1 * 

mais il faut encore examiner si le polygone correspondant a une solution 
a bien r c6tes. 

Par exemple, pour r = 3 on trouve parmi les solutions les tangentes 
d’inflexion compt6es trois fois. 
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I. — Fonctions de Jacobi. 

69. Objet du Chapitre. — Les series et produits a double entree 
employes pour definir les Elements d, <p, Z, H a 1’aide desquels 
on peut exprimer toutes les fonctions elliptiques, peuvent elrc 
remplac^s, aussi bien dans la notation de M. Weierstrass que dans 
celle de Jacobi, par des series a simple entree beaucoup plus ra- 
pidement convergentes. 

Nous allons exposer ici les notations de Jacobi ; nous avons 
d’ailleurs montr6 comment on passe d’un systAme de notations A 
1’autre, en donnant la relation entre les fonctions H et o' (n° 40). 

70. Periodes. — Nous avons deja dit que le rapport ^ des deux 

periodes doit etre imaginaire, sans quoi le reseau des parallelo- 
grammes n’existerait pas. On peut toujours changer le signe de to 
ou de to', car une fonction admettant pour periodes 2 to et 2 to' 
admet aussi pour periodes — 2 to et 2 to' par exemple. Nous pou- 
vons done choisir les signes des periodes de fa§on que dans le 

rapport ^ le coefficient de i soil positif ; e’est la ce que nous 

supposerons toujours. Jacobi designe les pdriodes par 2 K et 2 i K' ; 

dans le cas particular ou K et K' sont r^els, le rapport ~ doit 

6tre positif. Nous pourrons employer tant6l l’une tant6t l’autre 
maniere de designer les periodes : on se rappellera que 

w = K, u'=«K'. 

Si, dans le cas general, on pose 

7rq)'{ _ 7rK' 

q = e w = e K f 
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le nombre q a un module plus petit que Vunite , car la partie 
reelle de l’exposant est negative. 


7 1 . Developpement en s 6 rie simple de la fonetion Z u. Valeur de 8 . 
— La fonetion 


Z u = 


H '(u) 
H (*)’ 


construite, comme nous l’avons expliqu£, avec les p^riodes 20 
et 20)', a pour poles simples de r£sidu 4- 1 tous les points 

u = 2 m u> + 2 n u/, 


oil m et n prennent toutes les valeurs enti&res positives, negatives 
etnulles. 

Nous allons construire cette fonetion d’une autre manure, en 
formant, a 1’aide d’une serie de cotangentes, nne fonetion ayant 
les m6mes p 61 es et les memes r^sidus que Z. Le point de depart de 
la m£thode reside dans ce fait que la fonetion 


— cot — (u — 2/10/)-+- const., 

2 C 1 ) 20)' 


011 n est un entier determine, a pour poles simples de r6sidu 4-1 
tousles points 


U — 2 IX CO = 2 7710), 


ou 


u = 2 m oj + 2/1 to', (m = o, dz 1, zfc a, . . zfc 00). 

Gonsid^rons la fonetion 


U,i = — [cot — (i^ — il , 

20 ) L 20 ) J 


ou 11 d^signe un entier positif; elle admet comme p6les simples, 
avec le r^sidu + 1 , tous les points 

u = 2 no)' 4- 2mb) (m = 0, ±1, d: 2, . . .). 

Cette fonetion peut s’ecrire 


Ui»= — 


cos — (u — 2 n 0/) — i sin — ( u — 2 7 ito r ) 
20) V ' 20) V 
— - 1 

sin — (w — 2/uo') 

20> V ' 
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nw'i 

ou en introduisant la quantity q = e w , 

% m _ 

TT /tt e ~~ Juqn _ zit 6 w ^ 2/l 

^ a TZtii %tti w _ 7C«f 

e zu> q-n — e qn i — e w qin 

Cette forme de U rt montre qne la serie 

n = 1 

est convergente, a la fagon d’une progression g^ometrique dont la 
raison serait q 2 . 

Considerons de meme, en supposant maintenant n enlier et ne- 
gatif, la fonction 

Y n = — cot — ( u — 2 n to') 4 - i ; 

‘2W |_ 2W v J 

elle admet comme pdles, avec le residu -hi, tous les points 
u = am to, m == o, zhi, dz 2 , . . 


on peut l^crire 




etl’on voit que la s&rie 


TZ ni 

i 7 t e 40 < 7- 2/1 

"to" TC/ “ 

to q—~n — r 

— 00 


2v. 

wr=— 1 

est convergente. 

Nous allons verifier que la fonction 


. , k 7T 7ZU 

q>(u)= — cot h 

2(0 2 cu 


VI TU TC , 

> COt (U — 2 710) 

2 CO 20) 


-h — TcOt —{U — 2710)' 

^dd 20) L 20) v 

n=— 1 



est identique a Z (w). 

D’abord cette fonction $( &) est impaire comme Z( w) ; on le v^- 
rifie imm6diatement en ^crivant la s£rie qui donne 4>( — u ) : cette 
s£rie est 6gale k — $(w). La fonction $>( u ) a les m£mes p61es et 
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les m6mes r^sidus que Z (u). Elle satisfait aux relations 

( U -1- 2 0)) = 

$(ll H- 2to') = — — • 

to 

La premiere de ces relations est^vidente, carchaque cotangente 
admet la periode 2 co; la deuxi&me se trouve en formant la diffe- 
rence 

<i>( u 4- aw')— 4 >(u) 

et remarquant que, dans la difference des deux series, les termes 
se delruisent deux a deux sauf deux termes — * 

2 to 

Considerons alors la fonction 

V(m) = Z(m). 

Cette fonction est reguliere en tousles points a distance finie, car, 
dans le voisinage d’un point 

u = 2 m to 2 n to', 

on a 

<t> ( a) = -4 fonction reguliere, 

u — ?,mtj) — 2 n to 

Z(u)~ 7 -4 fonction reguliere. 

u — 2 711 to — 2 n to 

et, en retranchant, on voit que u ) est r6guli&re au point con- 
sidere. En outre, d’apres les relations que verifient <£(&) et Z(u) 1 
on a 

'Wiu-h'i to) == 

. 

W ( it -+- a to' ) - W ( u ) — — 4- — • 

' ' to ll) 

En r^p^tant un raisonnement qui a dej^i 6t6 fait (n° 24) on voit 
que la fonction W(u) est une constante et de plus que Ton a 



2 


Ainsi 

<P(u)— Z(w)-h const. 

Cette constante est nulle puisque <1 >(u) et Z (u) sont impaires 
loutes les deux. 
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En definitive, on a obtenu pour Z (u) le developpement 

00 

ry t \ 7t U V' K r 71 / r , .1 

Z(u)= cot h > cot (u— 2 7UO )— l 

' 2 tO 2(0 Jmi 2W[ 21D J 

n= 1 
00 

4- 'S? — TcOt — (ZJ — 2W10')+ *1. 

'2 CO L 2 to J 

n =-l 

De plus, en se rappelant que l’on a pose o = 7|o/ — cot/, on 
voit que l’on a d&nontre la relation suivante 


r r t it 

r,to — tor, = 

2 


71 2. Fonction H. — Nous avons deja defini la fonction H comme 
une fonction dont la derivee logarithmique est Z. L’expression 
simple que nous venons de trouver pour Z va nous donner, par 
integration, un produit tres convergent servant a definir H. Le 
probleme se pose comme il suit : 

Trouver la fonction dont la d^riv6e logarithm! que est 

oo 

„ . v TZ 7l li V* 7t T Tl . .*1 

Z(u) — — cot h > — cot (u -+- 2.nL0 ) -4- i 

2 to 2 CO ^20)|_ 20)^ 7 J 

n = l 
00 

-b ^ cot — (u — 2 nto') — i I . 

2 to L 2 CO 7 J 

n = I 


Pour ecrire le second membre, nous avons, dans une des 
sommes qui figurent dans Z u , chang6 n en — n. 

Si Ton int^gre enlre o et u le terme 


on trouve 


7t r 

— cot 
2 tO L 


2 0 ) 


(li + 2 7l(o' 



Log 


sin — ( u -+- 2 n to' ) 
2 0 ) 


sin - 


iizu 
2 0 ) 


puis en remontant des logarithmes aux nombres 


sin — (u -h 2 / 110 ') 
2(0 v 7 


. m io) 

sin 

to 


jj KU 

e iu >, 



ou bien 
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f ^(77-1-2/1(0') (u + 2 no)')l 

[_ e 20) ; _ e iw' J e 20) 


n to . n ti)' 

in — 27 C 

e to _ e to 


ou enfin, en effectuant au num^rateur puis enmultipliantles deux 


termes par e 


On a done 


i — q- n e w 


00 

2 r 

a to L 


cot — ( u a n to' 
aw 




On voit de merae 


V JL r cot — (« — 3 « */) - i\ = £ Log IT Lz^LfJ 
2 0) [ ‘AW J 11 I — g 11 * 


Nous avons ainsi les expressions des deux sommes qui entrent 
dans L(u'). 

D’ailleurs 


it d T .mi 

cot — a — — Log sin 

a to an a to 


Done on peut ^crire 




en posant 


II(M) = Csin^pj(i-r / 


m e <S> II ! ^2,7 ^ (0 


ou G d^signe un facteur constant. On trouve enfin, en effectuant 
Je produit des deux facteurs du terme g6n6ral, 


H(w) = C sin ^ J! f 1 — a? 2 " cos™ +q 


73. D6veloppement de H(u) en serie trigonometrique. — Le 
produit II qui figure dans ^expression ci-dessus de H(m) peut 
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etre ordonne suivant les puissances positives de cos^ : comme 
une puissance positive de cos ^ est egale a une somme de cosinus 
des multiples de on voit que le produit H pent 3 tre d£velopp^ 
en une serie de la forme 

„ TZU 2 7 U ll 

n = Co -b Cl COS b C-i COS h 

U) to 


Pour avoir H(w)il faut multiplier par A sin on peut, dans 
le produit obtenu, remplacer chaque terme de la forme 

. TC ll 11 TC u 

sin — cos 

2 to to 

par une difference de sinus. On est ainsi conduit pour H(w) a un 
ddveloppement de la forme suivante, ou, d’apres les notations de 
Jacobi, nous faisons co = K, co^= fR' : 

tt t \ « TZ U . 3 If M • . . TC It 

= a 0 sin - -hat sin —g- -h. . .-+- a n sin( 2 fl. -H i) ~g -K . . , 

ou bien, en remplagant les sinus par des exponentielles 

inn 8 / 7T // 5 i 7C u (2/1 + 1) inn 

H(«)= A„e +• « -+-A,e'*'K"-K..+ A„e 

/'tt// Z inn 

— A 0 e 3K —Ate 2K — .... 

Pour determiner A 0? A,, on se sert de la formule (26) du 
n° 21 ou Pon remplace 8 par sa valeur — 


H(« + 21K')=— -e * H(«). 

On a 

inn Mnn Z i TC it 

H(u-h2iK')= A 0 qe 2K ■+■ Ai A%q*e 2K 

I i7Zu r Zinu 

— A 0 -e — Ai — e ** —A 9 —-e 2 K 

q q* y 6 


D’ autre part 


2 inu A A A 3/7UM 

-e *K H(«) = ^i e -TF + ±l e rr +±l e - 5 T. 

? 1 q q 

A 3 /TCh a S/ttM 

— — 2 e sk _£l e TET _ 

? 9 
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Identifiant ces deux series, on a les relations compatibles 


i 


Ai = — ^A 0j 



=—q*k u 






qui se reduisent a 


Ai = — gr 2 A 0 , A 2 = — q* k u 
d’ou, en multipliant membre a 


^ kn-i — — A /2j 

A rt = — q^ n i, 

membre, 


A *=: (— i)i*6Fn(ji+lJA 0 . 

On a done 

H(w) = A. 0 S(— i)»gnOi+l) [ e ‘ 2B+ ‘ l TT_ e ~ (! “ +1) Tr] j 

H(i£)=BS(-i)"j^ + 1 ) sin (271 -+- 1) — ^ 

2 K 

= B ^sin jg — q % sin -K. i)nqn{n+D sin(2/H- i) -t-, . . . 


Le coefficient B peut 6tre choisi arbitrairement, car jns- 
qu’ici H(w) n’a eli d^fini qu’a un facteur constant pres. On 

prend B = 2 g r et Ton a pour H(«) le developpement 


tt, . A . TZU | . 3 TZU 25 . 5 TZU 

H (u) — ‘iq* sin — 2 # + sin —rr -4- nq 4 sin — + 


bu encore 


2 K, 2 K. 

4 a 8 + 4 ff-t -1 

-t-(— 1)^2^ 4 sin( 2 /i-H i)^g 3 


2 K 


— . 5 ku 


tt y \ 4 / , izic 4 / . . 0 7zu 4/ rr 

H(m) =2 y# si a -g — a y # 9 sin -^g- -+- ^vq' 2 * 


4- ( — 1)«2 v / ^ !2/z " t " 1,a sia(2n ~b i) ^ 


Cette sdrie converge tr£s rapidement, plus rapidement qu’une 

progression geom6trique, car les exposants de q h croissentcomme 
les carres des nombres entiers. 

Quand il sera n^cessaire d’indiquer les periodesavec lesquelles 
est construite la fonction H(m) nous 6crirons cette fonction 
H(w|K, iK/), notation analogue k celle que nous avons employee 
pour du en 6crivant a*(w|u>, u>'). 

A. ET L. 


8 
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74. Fonctions H, E u 0, 0i de Jacobi. — Nous avons vu que 
et H (u) sont analogues a^sin^ tandis que pu esl analogue a 
— 1 En Trigonom^trie on introduit, enmeme temps que 

4(I) 2 . 0 7T U ° 

sm 2 — 

20 ) 

ces fonctions, celles qu’on en d6duit en ajoutant a I’argument u 
une constante co 6gale a la moiti^ de la p^riode 210 , et l’on pose 


•KU • ^ \ 

cos — = sin — (u-h on. 
20) 20) 


De mtoe, a cotS de la fonction H(w) construite avec Jes pe- 
riodes 2 K et 2 zK', on considere Ies fonctions obtenues en ajou- 
tant successivement a 1’ argument u les demi-periodes K, K/ et 
K-f- j'K', ou du moins des fonctions qui ne different de celles-la 
que par des facteurs exponentiels simples. 

En d^signant par \ Pexponentielle 

's — r?( 2w+i ‘ K/ ) 

lineaire en w, on d^finit les fonctions H 4 , 0, 0| par les <%alites 


(0 


6(m) = ~ H(w -t- z;K r ), 
0i(w) = jH(m + K + £*K'); 


les deux dernieres montrent imm^diatement que 

( 2 ) 0i ( ic) = 0 ( u -+■ K)j 

car, si Ton ajoute K & u, \ se reproduit multiplie par — L 
Voici quelques details sur les expressions de ces fonctions par 
des series. 

Tout d’abord la formule 


Hi(w) = H(k + K) 


donne, pour definir H 4 (&), la s&rie 

„ , v 4 /- UK 47—5 , , 4/ - i+wZiK (27M-I)tTM 

H^k) =2 yq cos^g. -t- 2/^ 9 cos cos- — H 
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ou en remplagant les cosinus par des exponentielles et en re- 
marquant que — (2/2 + 1)= a ( — n — 1) -+- 1 


Hi (a) 


- 2 




(2B + 1) 8 
4 


( 2 /H-l) 

e 


iTZlt 

TT 



n=z — eo 


n = — so 


K' ( 2 *-t-l) s 
K 4 




2 k 


On peut encore donner une autre forme k cette serie en consi- 
d^rant l’exposant de e qui est du second degre en (2/1 + 1), 
comme forme par les deux derniers termes du developpement de 


— [u + (2n + i)iK']\ 


On a ainsi 


Tilt* 


H 




Passons maintenant a la fonction 0 * . On a par definition 
0 i (a) = ^H(K + K + iK') = * Hjfa+iK'). 


Or 


7 xu* m 


H,(«-hiK') = e 4K 


-.(•iK-t-zk') 




Dans la nouvelle serie le nombre pair (2 n + 2) prend toutes 
les valeurs de — oo a +00; on peut le remplacer par 2 /i, on trouve 
alors 

7 t ?/ 5 % . ...... 

e,(«) = e“^ ^ e^' , 

— 00 

serie analogue a celle qui definit H { (u), mais oti figure, dans le 
terme general, un nombre pair 2n a la place de (2 tz + 1). 

Quand on augmente u de /K' les sommes qui figurent dans les 
expressions de H 4 ( u) et © t ( u ) s’ecbangent l’une dans l’autre. II en 
est done de m£me pour H< ( u ) et ( u ), k un facteur pr£s prove- 

7U U* 

nant de Faccroissement de l’exposant de e On verifie ainsi 
les egalites suivantes qui resultent aussi des equations (1) 

H 1 (« + l -K') = r^ (, “ +iK ' ) e t (M)= xe,(»), 

0i(u 4- iK') =.e~ 1 H,(w) := l H ,(»>. 
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La serie qui d^finit lafonction 0^ (w) peuts’^crire en effectuant 
la multiplication de chaque terme du second membre par e 4Kl1 

-I- oo 

T niKu 

«i(«)= 2 gn,e K * 

n =— oe 


ou, en associant les termes qui correspondent a deux valeurs de n 
egales et de signes contraires 


Qi(u) = i + o.q cos-^- + — g- 


-4-. . 


. mtu 
%q n ' cos —77 h 


K 


Enfin, la quatri£me fonction &(u) peut se definir au moyen de 
l’dgalite 

0 ( u) = 0j ( u -4- K) j 

on a done 


x KU . 2 TZU , . . mtu 

0(m) = i — 2^ COS -g — h cos —y— (— l) ;i ^«'COS —g H 


II r^sulte de ces d6veloppements que, la fonction H (u) seule 
est impaire, les trois autres sont paires 

H( — u) = — H(a), H 1 (-m) = H 1 (m), 

6( — u) — ®(u), 0i( — u) — 6, (w). 

78. Z6ros des fonctions H, H 1? 0, e 4 . — Les z6ros de H(w) sont 
connus. Ceux des trois autres fonctions s ? en d£duisent imm^dia- 
tement d’apr&s les egalit^s (i) qui definissent ces fonctions a 
Paide de H (u). 

Les resultats sont donnas par le Tableau suivant dans lequel on 
ainscrit, en face de chaque fonction, l’expression generate de ses 
zdros et ou m et n d^signent des nombres entiers 

H ( m) > 2t?iK + 2/uK', 

H t (u), (2 m +i)K + 2 /uK', 

0(a), 2 /mK.H- (27l-hl)lK'j 

&i( u )y (2 7?i-i-i)K 4- (2/H-i)tK'. 

76. Formules relatives & Paddition d’une pdriode ou d’une demi- 
pdriode. — Considerons, en premier lieu, la p^riode aK et sup- 
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posons qu’on ajoute cette p&riode a l’argument, on a d’abord 
H(« + aK)=-H(«), 

comme cela r^sulte des developpements de Hm en s&rie simple ou 
en produit simplement infini, developpements qui ne dependent 

que des sinus et cosinus des multiples de 

Les egalites qui definissent, k l’aide de H, les trois autres fonc- 
tions donnent le r^sultat correspondant pour ces fonctions; on 
trouve ainsi 

H(m -+- aK) = — H(ie), 

H^m + sK) 

0(&-h2K) — 0(tt) 5 
0i(w 2 K) = 0i(m). 


Si l’on ajoute seulement la demi-p^riode K on a d’abord par 
definition 

H ( u ■+- K) = Hi ( u\ 0(zz -f- K) = 0i ( u\ 

et, en tenant compte des resultats precedents, on trouve 
- 4 - K) = — H(m), &x(u K) = 0(zz). 

Reunissons ces formules 


E(u-hK) = H x {u), 
H 1 (M-hK)=~H(w), 
0 (zz -h K) = © 1(^)3 

-h K) = 0(«z). 


Considerons maintenant la p^riode iiYJ . Les resultats s’ob- 
tiennent ais^ment pour ©* et H < en se servant des developpements 


•KU* 


&i(u) = e 4Kh/ ^ e 




■Kir- 

Hi(«) = e iKB ' 2^ 


.4KK' 


[N-H2n+l)i&'] a 


Si Ton augmente de nzK/ 1’ argument, cbacune des fonctions 
H i se reproduit multipliee par le m£me facteur que l’expo- 
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D^signons par [a ce multiplicateur, c’est-Si-dire posons 


fJL = (2 K' 


nous aurons 


0i (u-h 2iK')= fj idi(u), Hi(a-h 2zK') = p-Hi(u). 

Pour passer de la aux fonctions 0 et H, il suffit de diminuer Far- 
gument de K dans les formules pr^cedentes : 0* (u) et Hi ( u) de- 
viennent respectivement &(u) et + H(zz), [a se reproduit mul- 
tiple par e i% , c’est-a-dire — i, et il vient 

0O-+-2ZK') =— f i0(u), H(« + a»K f ) = — H-Hi(w). 

R^unissons ces formules 


0 1 (M-t-*2tK') = fJL0i(Z4), 

Hi(m- 4-2&‘K') = p Hi (a), __ —£(»+«') 

0 (M-f- 2 zK') = — p0(zz), ^ 

H(k-H2zK') = — fJL H(^), 

Si Ton ajoute la demi-p^riode iK!, nous avons vu (n° 74) que 
les fonctions 0 i? Hi s’echangent aun facteur pr&s X d6fini par 




X = e 4K ; 

7C , 

X est le multiplicateur de Texponentielle e kKK ' * correspondant k 
Faccroissement i K! de l’argument u. 

Si, dans les formules ainsi obtenues, on retranche K de l’argu- 
ment, et si Ton remarque que X se reproduit multiple par z, on 
trouve les formules correspondantes pour 0 et H. On a ainsi 


e^u-iriK!)^ XH i(a), 

Hi(izH-zK')= X (2« -M’K') 

e(ii+£K')=aH(ii), ~ e 
H(zz-j-zK') = A 0(zz), 

Enfin, si i’on veut aj outer la demi-p&iode K + iK', il suffit 
dans les formules pr6cedentes d’ajouler K a l’argument, ce qui 
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donne 

e,(m-K-t-iK') = iXH(it), 

Hi (in- K-4-iK') = — i\ 0(n). _i2( SB+ iK') 

®(»4-K-t-iK')= XH^m), 

H( u -+■ K -i- i*K / ) = X 

77 . Addition d’un nombre entier d© pSriodes. — Supposons 
d’abord que Ton ajonte 2 /iK h. 1 ’ argument; cela revient & aj outer 
n fois successivement 2K et, comme le signe de la fonction pent 
seul changer, le r^sultat se d^duit imm^diatement des formules 
relatives a P addition de 2K. 

Supposons maintenant qu’on ajoute 2/m’K/, on pourrait encore 
ajouter successivement mfois 2 i K A ; mais on peut obteDir de suite 
le rSsultat en remarquant que chacune des fonctions etH < est 
£gale (n° 74 ) k une fonction admettant la periode 2zK/ multiple 
par l’exponentielle 

TZU* 

e 

D’aprfes cela 

Hi(zz-+-2nzzK r ) = e '^K -( “ 4 ‘ 7mK 1 Hi(w), 

min 

0i(w-t- anu'K') = e * ' 0 t (ii); 

en rempla$ant dans ces formules u par u — K., on trouve 

H(w -h imiW) = (— i) m e K H(zz), 

min . 

8(u -+• 2 miK f ) = ( — i) m e K mi 0(w). 


Enfin, on demontrerait de meme 

H t [«+ (2/n + 1) iK'] = e l( w), 

0,(11 + (am +1) iT] = e Ji ^ |! » + l ! “ +1 l iI, l 


un 




9(o) 


= (-— i) m ie 

6 [, + ( 2 in-Hi)iK']=(-i)^- 1 ^ l! “ +(! ” +il ‘- K ' 1 H (^ 


T8. D6veloppements de Hi, 8, 8 4 en produits inflnia simples. — 
Ces d^veloppements se d 6 duisent du d^veloppement de H («) 
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oblenu plus haut par l’intdgration de la serie de cotangentes qui 
donne Z (u). Nous avons trouv6 (n° 72) 

n ~ zt * / Lm\{ i>Ku \ 

H(w) == C sin^ \x — q- n e K y \t — q 2n e K ). 

72 =1 

Cherchons d’abord le d^veloppement de la fonction 
8(u) = y</qe~~^K(u-+iK'). 

i Tt a 

Quand on ajoule zK/ a l’argument zz, l’exponentielle e K se 
reproduit multipliee par q\ le facteur 


inn in: u 

. 7u u e ilL — e 2K 

sin : 

2 K 01 


devient 


et Ton obtient 


( itcu 

qe* K - 

2 itfq 


Q f £2Eif \ ” f i'Ku 'K 

Q(u)=—-~\qe K — i/JJ Vi — q 2n+1 e K /Vi — e K ). 

72=1 

Si Ton fait entrer dans le produit le premier facteur, on voit 

ITT u 

que les facteurs contenant e E sont de la forme i — g^+' e ~i T 

JETTm 

oCi n varie de o a oo, et les facteurs contenant e de la forme 

in it 

i — g 2n+ ' e K , ou n varie <§galement de o a oo. On a done, en 

Q 7 

posant pour abr^ger —r— = A. 

oVq 

©(«) = A JjG- _ q **» e - iJ r) 

72 = 0 -- 

= A ( I — 2? C0S^ +J^I- 2?3C0S^ 


Les d6veloppements en produit de H, et de 0, s’obtiennent 
imm^diatement en changeant u en zz-f-K dans les d^veloppements 
ci-dessus de H et de 0. 
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Le facleur A n’esl pas arbitraire puisque, dans les developpe- 
ments en series trigonoraetriques des fonctionsH, H n 0, les 
coefficients sont completement d<§termin£s. Ainsi, en identifiant 
les d6veloppements de 0* en prodait et en s6rie, on doit avoir, 
quelque soit 


A(l-h2y COS2#4-£ 2 )(l4-2 2 3 COS2tf 4- £ 6 )... 

= H-2j cos 2# 4 - 2# 4 cos 4 # 4 - 2q* cos 6 a? 4-. . . . 

On aurait une premiere expression de A en faisant x = o dans 
cette identity. Jacobi a raontre que I’ expression ainsi obtenue 
peut etre remplacee par la suivante : 


A = (1 — ^ 2 ) (x — 0 r4 )(t — ^ 6 ) — 

Nous admettrons ici cerdsultat. On verra, dans une Note placee 
a la fin du Volume, comment on peat transformer le prodait infini 
pour obtenir la s&fie trigonometrique et comment se prdsente, 
dans ce calcul, l’expression de A donn^epar Jacobi. 

Nous reunissons ici les d^veloppements enproduits simplement 
infinis desquatre fonctions. En posant 


2Km 

TC 

2K a 


A = (i — ^ 2 )(r — ? 4 )(i — e 6 ).-, 

= A 2 \jq sin u{\ — 2q~ cos 211 + q^)(i — 2q i cos2M 4 - 7 s ). - . , 

III J = A.2\/q cos w(i 4 - iq- cos 2 u 4~ £ 4 )(l 4- iq’* cos 2 a 4- q*) 

0 = A.(i — 2 q COS 2 W 4- q-)(i — iq z cos 2 m 4- £ 6 ) 

Kw \ 

— j = A(i4 - 2 # cos 2 u 4- # 2 )(i 4 2 ^ 3 C0S2U4- q*) 


79. Relation — H'(o)= H^o) 0(o)0i(o). — Cette relation, sur 

7T 

laquelle nous aurons & nous appujer, se v^rifie tr£s simplement a 
l’aide des d^veloppements en produits infinis qui precedent, en 
snivant une m^thode donn^e par M. Hermite (voir Note sur les 
fonctions elliptiques , a la fin de l’Analyse de Serret, p. 791 
et 798). 

On a imm^diatement 

H a (0) = 2^AP 2 , 

0(o) = AQ 2 , 

^1(0) = AR 2 , 
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en posant pour abreger 

P = (i+S f2 )(i“t ^*)(i + ? 6 )-) 
Q = (i — ?) (i — ? 8 )(i — ?■)•••» 

R = (i-j-^r) ([ •+• ^ 3 )(l ■+• ^ 5 ), . . . 
D’aprSs la relation suivante due a Euler 


on voit que Fon a 


(i— ?)(i- — 


ou bien 
D’apr&s cela 


PR = <J’ 


PQR = i. 

Hi(o) e(o) ©i(o) = 2 v^A 3 . 

Calculous maintenant H/(o) en regardant comme un 

produit de deux facteurs dont Fun serait sinw, nous trouverons 

— H'(o) = k2\/q (i — ^ 2 ) 2 (i — #*) 2 (i — £ 6 ) 2 . . . = %\fq A 3 . 


On a done bien F^galit^ qu’il s’agissait de ddmontrer 
~ H'(o) = H^o) 8(o) 0i (o). 

71 

Remarque . — Les expressions pr^cedentes de H 4 (o), @4(0), 
0(o) montrent que \Jk et fyk r , denies plus loin (n° 83), sont des 
fonctions uniformes de la variable t= g*? etla relation PQR = 1 

permet de montrer que ce sont des fonctions de q r6guli6res 
pour toutes les valeurs de q dont le module est moindre que 1. 


80. Formules relatives & FSchange de K et K'. — Dans la nota- 
tion de Weierstrass nous avons vu que les fonctions ^(fwla), a/), 
p(iu [ <0, a/) peuvent s’exprimer a l’aide des fonctions 
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Comme actuellement nous posons 

o) = K, (jj r — iK', 

on a 

= K r , i a) = j’K; 

i 9 

on passe done des premieres fonctions aux. deuxi&mes en permu- 
tant K et K/. Nous allons ^tablir des formules du m£me genre pour 
les fonctions de Jacobi. 

Convenons de designer par H(w[K, iK') la fonction H construile 
comme plus haut avec les deux p&riodes 2K et 2&K/, Cette fonc- 
tion s’exprime d’une maniere simple a l’aide de la fonclion H 
construite avec les periodes 2K' et az'K, H(?^]K / ? fR). Comme 

K r 

on a suppose la partie r£elle de g positive, il en est de meme de 
K 

la partie r^elle de g,; la quantity 

K 

-TC- 

q 0= e K 

a done un module plus petit que l’unit 6 , et la fonction 
H(h|K', i’K) est 

H(w|K', iK) = a ViTi sin S ~ 2 ^ sin ^ +• • • • 

Cette deraiere fonction verifie les deux relations 

H(k -t- 2K'|K',tK)=-H(a|K',iK), 

H(u + 2 iK|K', iK) = — e~^^ u+iK) H(b|K', iK), 

obtenues en ^changeant K et K! dans les formules relatives a 
1 ’ addition d’une p^riode, verifies par la fonction H(w) ou 

H(i*|K 7 iK'). 

Ceci pos£, dans le produit 

e* KK ' H(w|K, iK'), 

N 

analogue k ceux que nous avous consid^s d£j& k propos de H t 
et de 0 * remplagons u parfw; soit f(u) la fonction ainsiobtenue 

1 t 7 ZU a 

/(it) = e - ®H(iit|K,iK'). 
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On v£rifie aisement les deux £galites suivantes, consequences 
des relations fondamentales de la fonction H, 


(4) 


/(* + aK') =-/(«), 

f TC 

f(u + 2 iK)=-e~ A " +m f(u). 


Ces relations sont identiques a celles que verifie H(zi|K', zK). 
En outre, les deux fonctions f(u) et H(zz|K', z’K) ont les m6mes 
zeSros, savoir les valeurs de u donndes par la formule 


ou Lien 


in = 2;?zK -+- 2 niK', 
u— — 2 miK h- 2 /iK', 


m ein designant des nombres entiers. 

D’apres cela, le rapport 

/(jO 

est une fonction doublement p^riodique aux p£riodes 2 K et 2 z’K/ 
et, d’ autre part, cette fonction est partout finie : elle se r^duit 
done a une constante. D^signons cette constante par A z. Nous 
avons I’identitd 

TIM 3 

e 4K *' H(zk]K, z*K' ) = AzH(zz|K' } iK); 
on en deduit les suivantes : 

7C« 3 

e e(zw|K,zK , ) = AH 1 (M|K , ,tK), 

TZu* 

8,(i'a|K, iK') = A 9,(a|K', iK), 

TVU* 

e 4KK ' Ht(zu[K, iK r ) = A 0(w|K', zK). 

II suffit pour cela de remplacer dans la premiere de ces identity u 
par u + K', dans la deuxi&me u par u + zK, dans la troisiSme u 
par u + K', en se reportant aux formules do n° 76 et a celles 
qu’on en deduit par IMchange de K et K.'. 

81. Diverses notations usit^es pour les fonctions de Jacobi. — 
M. Weierstrass emploie les notations suivantes reproduites dans 
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le Traite des fonctions elliptiques de Halphen 

2Tj(t>) = 2 s/q sinir p — 2 \/q$ sin 3 tip 4- 2 VF sinoicp — . . 
3r 2 (p) = 2 Mq C0STCP4-2 \/q* cos37tP 4- 2 \[ cos 5 t:p 4- . . . , 
3*3(0) = 1 -l- 2q cos2irp 4- 2# 4 cos 4 tup + 2 q$ cos 6 tcp-k . , 
3 q(p ) = I — 1 iq COS 2 UP -H 2^ 4 COS4TUP — 2^ 9 cos 6 ttp — . . 


On a seulement conserve ici la lettre q au lien de la lettre h 
qu’emploie M. Weiers trass pour designer e im . 

La correspondance entre les deux notations est donnee par 

H(w) = (jg) > 

®l(«)=S-3 (jg)» 

® (M) = 2r0 (jl)' 

Jacobi, dans ses Legons ( Jacobi's gesammelte Werke, t. I, 
p. 497)7 met j?) oii l’on mettrait, avec la notation de 

M. Weierstrass, 2 r a ^^ et supprime Findice o. Briot et Bouquet 

d^signent les p^riodes 2K et 21K' par co et o'; ils emploient 
d’aulres notations reliees k cedes de Jacobi et a cedes de 
Weierstrass paries formules 

«i(«0 = *i(jg)= H(b), 

0 g ( M ) = 3 s ^)=H 1 ( lt ), 

6 3 (b) =2r,(^r) =«,(»), 

«(»)“&• (i) ==0( “ ) - 
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82. Relations entre les o' et les 2r. — Ces relations sont 


ou bien 


~ H'(o) 6 


tfiCw) = 
^(n) = 
tf 3 (w) = 


g'( t o + ^) g _ rK 
tf(to) 

tf ( w + e _ ((1+n , )B 

O' (a) - 4 - to ) 

a'(o)'+«) 

*(«•»') 


H«(«) 

Hi(o) 

gKjO Js"* 

0i(o) 


g(fO 

0 ( 0 ) 


1 TQ Q 

- — U 9 

e 2 <*> , 


1 ^ . 

— - — K 5 

2 CO 


e 

-iS* 

£ 2 to 


<jU = 20) 


3i(«0 

&Uo)’ 


rf _ SsO) 

.-it" .,(«)- 


P = 


& 

2 0) 7 


La premiere de ces relations a 6t6 ddmontr^e (n° 21). Les 
aulres s 7 en deduisent en tenant compte des formules relatives & 
l’addition d’une demi-pdriode, et en remarquant que 
deviennent 6gales k i pour w = o. 


E. — Fonctions snw, cna, dn u. 


83. Definitions. — Si Ton compare les multiplicateurs des 
fonctions H(m) et %{u) qui correspondent a la p^riode sK, puis a 
la p6riode 2 «K', on voit que les premiers sont egaux et de signe 
contraire, les derniers egaux et de m£me signe; il en rdsulte que 

le quotient admet pour les mdmes periodes les multipli- 

cateurs — i et + i . 

Jacobi a 6te conduit a consider les quotients des fonctions H, 
H,, 0* par la fonction 0. Posons 


snu = A 


cnu = B 


dn u = C 


e ( w )' 
H ,(K) 

©(«) 7 
*i(u) 
©(«>' 
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(On lit les premiers membres s , n, u puis c, n , u puis enfin 
n, u en enongant successivement les trois lettres.) Determi- 
nons les facteurs constants A, B, C, de manure que les trois 
fonctions prennent la valeur i la premiere pour u = K, les deux 
autres pour u = o; nous aurons les dgalitds suivantes de definition 


i H(w) 

snzz= — ) 

sjk 

cn u = ( PL EA 

y k ©(w) 

d * u =^'W)’ 


H(K) Hi(o 
#(K) " 0 t (o) 


/F = 


e(o) 
01 (o) 


La fonction sn u est seule impaire , les deux autres sont paires 
sn(— k)=— snw, cn(— k) = ciim, dn(— «) = diut. 

Cela r6sulte de ce que H(w) seule est impaire, n° 74. 


84. Addition d’une periods ou d’une demi-p 6 riode. — Les for- 
mules relatives aux fonctions H, H ( , 0, 0( donnent immediatement 


puis 


sn(zz-f- 2 K) = — sn zz, 
cn(zz4- aK) = — cnzz, 
dn(zz + sK) = dnzz, 


/ T/N cnM 

sn( M + K)= ara , 

, T/ , — k'snu 

cn(zz-t- K.) = — j-— > 


sn( u -4- 2 z’K') = sn u, 
cn (w •+> szK') = — cnu, 
dn(w + azK') = — dn u } 


sn(w + z’K') = ^ 


dn(zz-f- K) = 


dn u 

K 
dn u 


cn(zz -+- zK f ) = - 


sn u 
dn u 
ik sn u 


, , . T „ v cn u 

dn(w 4- zK ) = j 

v ' i sn u 


sn(u + K+iK r )=j 


dn u 


k 1 


cn(« + K+iK')= 
dn(w + K + sK') = 


85. Construction, a Taide des fonctions sn, cn, dn des fonctions 
elliptiques aux p^riodes 2<i> 6 t 2to r ou 2K. ©t 2zK. Les fonctions 
snMj cnw, dnwn’admettent pas les deuxperiodes 2 K et 2 ?K a ; par 
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exemple sn& change de signe quand u augmente de 2K. Mais il 
est ais 6 de construire avec ces fonctions des fonctions elliptiques 
admettant ces deux periodes : telles sont, par exemple, les deux 
fonctions 

sn 2 w, snwcnwdnz^, 

et, en general, toute fonction rationnelle de ces deux fonctions. 

Inversement, nous verrons plus loin que toute fonction ellip- 
tique aux periodes 2K et ii K' peut s’exprimer rationnellement a 
l’aide de ces deux fonctions. 

Avec les fonctions de Jacobi on peut done, tout comme avec 
les fonctions p et p', construire toutes les fonctions elliptiques 
aux periodes 2K et 2iK'. 

86 . Pdriodicitd; z6ros; pdles des fonctions sn, cn, dn. — Les pe- 
riodes des trois fonctions se deduisent immSdiatement des rela- 


tions (1) 

sn u admet les deux periodes et 2tK', 

cn u » » 4K et 2K -1- 21K/, 

dnw i) » 2Ket4iK'. 


Les zeros de ces fonctions sont respectivement ceux de H(w), 
H 1 ( , ®x(u) a savoir 


Z£ros de snz/ 2mK+2«iiK , ) 

» enw (2m + i)K + 2n/K', 

» dnw (2m -h i)K 4- (2/z : 


ce sont tous des zdros simples . 

Les pdles des trois fonctions sont les memes : ce sont les zeros 
du denominates commun ©(&). 

Pdles de sum, cum et daw. . . o.m'K -h( 2 /i-hi)iK r . 

Ges poles sont simples. 

Si l’on conslruit le rdseau des parallelogrammes ayant pour 
sommets.les points 

M 0 +2mK + am’K', 

chacune des trois fonctions a un p 61 e et un zdro dans chaque pa- 
rall^lo gramme. 
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87. Formula d’addition prelim inaire. — Nous obtiendrons 
imm^diatement les formules que nous avons en vue, en appli- 
quant les thdoremes g^eraux, sur les fonctions elliptiques, pr^ce- 
demment etablis. 

Gonsiderons les deux fonctions 

( 5 ) snusn(u — a), cnwcn(K-a) — cna, 

ou a d^signe une constante. Ces deux fonctions sont doublement 
p6riodiques aux periodes aR et zilL'. Elies sont chacune du 
second ordre, car elles admettent dans un parailelogramme des 
periodes deux p6les simples, a savoir les z&ros du produit 

0( u) Q(u — a), 

dont chaque facteur a un seul z6ro dans un parallelogramme. Les 
fonctions (5) ont done dans un parallelogramme des periodes 
deux z&ros : ces deux zeros s’apergoivent imm6diatement; ce sont 
les points homologues de u = o, et u = o c. En effet, chacune des 
deux fonctions s’annule pour ces valeurs de u. 

Les deux fonctions doublement p^riodiques (5) ayant m£mes 
zeros et m£mes infinis ne different que par un facteur constant; 
on a done 

cnifccn(& — a) — cna = A sn wsn(w — a), 

A d^signant un facteur constant. Ge facteur se determine en fai- 
sant u= K; il vient alors 

A Cn0C A J 

— cna = A — ? A = — ana. 

ana 

En remplagant A par cette valeur dans l J identit6 prec^dente* on 
obtient la formule suivante d’ou nous deduirons toutes les autres 
formules d’addition 

(6) caa = enu cn(u — a) - 4 - snu sn(w — a)dna. 

88. Relations entre les fonctions sn&, enu, dnw. — En faisant, 
dans la formule ci-dessus (6), a = o, on trouve 

sn 2 u -+• cn 2 u = l . 


Dans cette formule remplagons u par u -h i K/. En tenant compte 

L ET L. 9 
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des egalites 



sn(zz-b iK!) 

__ I 

~ ksau’ 

cn(u + iK!) = — 

il vient 




i 

dn 2 w 


k 2 sn 2 u 

A-2 sn 2 « -I ’ 

ou enfin 




dn 2 u A* 2 sin 2 u = i . 


Ainsi deux des trois fonctions sn 2 u , cn 2 u , dn 2 u peuvent s’ex- 
primer lineaireme.nt en fonction de la troisieme. On a, par 
exemple, 

cn 2 u = i — sn 2 
dn 2 w = i — k 2 sn 2 «. 


89. Module, Module compl6mentaire. — Dans la relation 

dn 2 w-b A 2 sn 2 w = i, 

faisons u = R ; on a d’abord snK = i , puis la relation 

<, “<“ +K >=aK 

donne dnK = V et Pon est conduit a cette consequence 

A 2 -h£'2=i; 

le nombre k s’appelle le module, le nombre k 1 module comptt- 
mentaire . 

90. Formulas d’addition pour sn u et cn u. — Dans la formule ( 6 ) 
posons a= — p puis, dans le resultat ainsi obtenu, echangeons p 
et u; nous trouvons 

cnwcn(u-i- v)-h snwdnp sn(w 4-p)= cnp, 
cnpcn(w-H p)-h snpdnwsn(w- 4 -p) = cnu. 

Ces deuxAgalit^s vontnous donner sn (zz + p) el cn(w+p) ex- 
primes a Faide de fonctions dont F argument est u ou p. 

En les r^sol vant par rapport a sn ( u + p), il vient 

cn 2 u — cn g p 

sn p cn u dn u — sn u cnp dn p * 



( 8 ) 


sn(u-h p) = 
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On a ainsi une formule d’addition alg^brique pour la fonction sn u. 
On 1 ’dcrit ordinairement sous une autre forme. Dans le second 
membre le numdrateur s’obtient de suite en fonction de sn u et 
de snp en rempla^ant cn 2 u et cn 2 p par i — sn 2 & et i — sn 2 p; 
le denominateur est une fonction irrationnelle de ces mdmes 
quantites. Si nous multiplions les deux termes par la quantild 
conjugude du denominateur, nous trouvons 

(sn 2 p — sn -u) snpcnw dnw H-snwcnpdnpf 

sn ( u -h p) = « 

sn 2 p cn 2 u dn 2 & — sn 2 w cn 2 P dn 2 P 


Le denominateur est une fonction entiere de sn 2 w et sn 2 p qui 
s’annule pour & = p; il doit done contenir en facteursn 2 ^ — sn 2 p. 
On a en effet 


sn 2 P cn 2 u dn 2 « — sn 2 wcn 2 p dn 2 p = (sn 2 p — sn 2 w)(i — k*sn*u sn 2 p); 
alors le facteur sn 2 p — sn 2 u disparait et il reste 

sn u cn p dn p -+- sn p cn u dn u 


( 9 ) 


sn(w -+- p) = 


I — k 2 sn 2 w sn 2 P 


On obtient de meme cn ( u + p), en dliminanL s n(u + p) entre 
les deux Equations (7). Effect uons le calcul : nous trouvons sue- 
cessivement 


cn(& p) — 


snp enp dn u — sn u cn u dnp 


cn(« •+• p) = 


sn p cn u dn u — sn u en p dn p * 
jsnpcnpdnw — snwcnwdnp J j snpcnwdnw-f-snwcnpdnpj 
sn 2 P cn 2 u dn 2 u — sn 2 u cn 2 P dn 2 P 


Dans le second membre le numerateur ddveloppd est 

| sn 2 p dn 2 ic — sn 2 it dn 2 p J cn u cn p — sn u sn p dn u dn p(cn 2 u — cn 2 p), 


ou 


(sn 2 P — sn 2 «) jen u enp — snw snp dn u dnpj ; 

le ddnominateur, on l’a vu, peut s’dcrire 

(sn 2 P — sn 2 w)(i — k 2 sn 2 u sq 2 p). 

On a done enfin 

enw enp — snw snp dn&dnp 


(10) 


cn(«; -+- p) = 


1 — k % sn 2 w sn 2 P 
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Formules <T addition pour dn u. — La formule (6) 

cn a = cn u cn ( u — a) sn u sn ( u — a) dn a 

devient, en posant a = u -h p, 

cn(w-f- p) = cnw cnp ~ snwsnpdn(M p). 

Cette relation donne dn(w 4- p) en fonction de cn(i 4 + p) : en y 
rempla^ant cn(w •+■ p) par P expression (io) que nous venons de 
trouver, elle donne, aprfes des reductions evidentes, 

, , . dn&dnp — A ' 2 snu snpcnwcnp 

(m) dn(«+c)= 


On a ainsi les formules d’ addition pour les trois fonctions sn, 
cn, dn. 


Autres formules. — Changeant dans ces formules p en — p, 
on en deduitles expressions de sn (m — p), c n(u — p), dn(tf — p). 
On a, par exemple, 


s n(« — p) = 


sim ctt p dn p — - sn p cu u dntt i 
i — k* sn 2 u sn 2 p 9 


d’ou, en retranchant de sn ( u + p), 

j v / \ / \ 2snpcn«dnw 

(I2) sn(K+ ,)_ sn(K _, )= ______ 


formule qui va nous servir a trouver la d£riv4e de sni£. 


91 . D6riv6es des fonctions sn u, cn u y dn u. Multiplicateur. — 
Pour avoir la d£riv6e de snw, il faut chercher la limite de 

sn ( — 52-^ pour h = o. Pour cela transformons le num6ra- 

teur comme on le fait dans la recherche de la d£riv6e du sinus, 
en nous servant de la formule (in). Dans cette formule rempla- 

gons u par u + ~ et p par ^ cela donne 


h l h\ A ( h\ 
t . , N sn- cn Uh — an m — 1 

h)— snw __ 2 \ 2/ \ 2/ 

Fi)' 


- 1 — & 2 sn 2 — sn*( 

2 


2 
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Appelons g la limite du rapport quand u tend vers zero : 
h 

sn — 

a l° rs tend vers g, et on trouve, pour h = o, 
a 

dsn u . 

—3 — = g cd u an u. 
du 0 

Le nombre g se aomme muliiplicateur . 

92. Expression du mnltiplicateur en fonction des pdriodes. Cboix 
de periodes 2 K et 2 iK' telles que le mnltiplicateur soit 3gal k 

Punite. — Nous avons a chercber la limite de quand u tend 
vers zero. D’apr&s la definition de snw, on a 

H(«0 

snw __ 0i(o) u 
u ~ H t (o) 6 (u) 7 

et nous sommes ramenes a chercher la limite de - ■ ; cette limite 

peut se determiner k l’aide du produit simplement infini qui re- 
pr^sente H(w); elle est dgale a H'(o) et nous avons d6montr£ 
(n° 79) la relation 

^H'(o)=H 1 (o)0(o)0 1 (o). 

TZ 

L’expression de g , savoir 

e t (o) H'(o) 

Mo) 0(o) ’ 

se simplifie, si l’on remplace H'(o) par sa valeur tir6e de la rela- 
tion que nous venons de rappeler : g est alors donne par l’dgalit6 

^ £ = 0?(o)- 

Jusqu’ici les periodes 2 K et 2 zK/ ont 6t 6 prises arbitrairement 
et avec le m&ne degr£ de gen6ralit£ que 2(0 et 2 (o'. Dans ce 
qui suit, k moins de specifier le contraire, nous supposerons BL 
et K/ choisis de faQon que g soit 6gal k 1 , c’est-i-dire nous sup- 
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poserons remplie la condition 


*/?= 


0 1 (o)=I + 2^ + 2^+*2J 9 + . 


En tenant compte de cette condition, g~ i, liquation qui 
donne la derivee de sn u devient 


— saw = cnz* dn u. 
an 

Ainsi, a Pavenir, K et K/ ne seront plus des quantiles inddpen- 
dantes : elles seront assujetties a verifier la condition ci-dessus. 


93. D4riv6es successives. — En diff^rentiant les expressions 
de cn 2 a, dn 2 savoir 

cn 2 w = i — sn 2 m, 
dn 2 n = 1 — k? sn 2 w, 


on trouvera les ddriv^es de cnw, dn u. 

Les derivees des trois fonctions sont donn^es par les formules 

~(snu)^ cn u dnw, 
du K ' 

i~ ( cn it ) = — sn u dn u* 
du ' 

d 

— (dn u) = — k* sn u cn u. 

On peut aisdment, en partant de ces formules, calculer les d 6- 
rivdes successives de Pune des trois fonctions. On trouvera par 
exemple, pour les ddrivees de sn u, des expressions de la forme 

d i P +i 

( snu ) = ( a o ■+■ “i sn 2 u 4- a % sn 4 u -h. . a p sn *Pu) ctlu d nu, 

d*P 

^^(snM) = (A 0 4-A 1 sn*M4- A s sn*«-t- h A p sn s i’M)sn«, 

les coefficients etant des fonctions enti&res de k. 

94. DAveloppemente en series entires. — En appliqnant la for- 
mnle de Maclaurin aux trois fonctions snw, cn u, dnwet en faisant 
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t ~ (k + on trouve 


sn« = «— a*a ^ + 4**(«*+ 3) 

7/2 7J k 

CIUi= I h(l-H 4^ 2 ) 5 — - 

1.2 ! 1 . 2 . 3.4 


-8A-s(a*-H33a) 




1.2. ..7 


-(i-4-44^ 2 h-i6^) 


m 6 


1 . 2 - . .6 


dn m = 1 




1.2 


* 2 U+ ki) TXI 4 ~ * s (i 6-M4* s +*‘) +• • •» 


et Ton cUmontre que ces d^veloppements sont valables quand le 
module de u est moindre que la distance de Porigine a celui des 
zeros de 0 (m) qui en est le plus rapproche. On voit qu’en ne- 
gligeant zz 4 , cn u peut 6tre remplace par coszz et d nu par cos£zz; 
de plus, en negligeant zz 5 , on peut remplacer s nu par 

sin il / i -+■ k 2 
/ H- fc z 


9o. D^riv6es des fonctions inverses. Premiere id£e de Pinver- 
sion a Paide des fonctions de Jacobi. — De m£me qu’en Trigono- 
metric les derivees de sinzz et coszz conduisent a celles des fonc- 
tions inverses arc sin# et arc cos#, les resultats precedents nous 
fournissent les derivees des fonctions inverses de snzz, enzz, dnzz. 
Soit par exemple 

(i 3 ) x = sn u\ 

cette Equation r^solue par rapport k u donne, pour zz, deux va- 
leurs dans un parallelogramme construit avec les periodes 4& 
et 2 zK/, car snzz est une fonction elliptique admettant ces deux 
periodes et admettant deux p61es simples dans ce parallelogramme. 
L’une de ces valeurs etant appelee zz, l’autre est 2 K — u ; car 

sn(2K — u)= sn u. 

Les racines de liquation (i3) formenl done une double suite de 
valeurs 

u -h 4 >?&K -+- 2/uK', 2K — m+ 4 ^K-+- 2niK\ 
m et n designant des entiers. 

PJous appellerons plus specialement u celle de ces valeurs qui, 



i3t> 


CHAPITRE IV. 


suivie par continuite. s’annule avec x et nous l’appellerons 
(i4) z£ = argsna? 


(l’egalite pr6c£dente sinonce : u egale argument snx). 
Nous voulons calculer Or (r 3 ) donne 

dx - — 

~ = cn u dn u = \/(i — - # 2 )(i — £ 2 a? 2 ). 

Done 


05 ) 


du _ i 

dx y/( i — # 2 j ( i — k* x 2 ) 


Telle est la derive de argsn#; elle est alg^brique comme celle de 
arcsine. Comme u et x s’annulent en meme temps, liqua- 
tion (i 5 ) donne par l’integration 


(16; 



dx 

v/(i — a? 2 )(i — fcx*) 


Inversement, si Ton est en presence d’une equation de cette 
forme, on en conclura 


u = argsn#, 


C’est ce qu’on appelle faire I’inversion de l’integrale (t6). 

On trouve de m^me 

cfarg cna? __ i 

dx ztr y/(i — a? 2 ) ( X :' 2 a? 2 ) ^ 

c?arg dna? i 

d x ± f{i — ) (a? 2 — k'z ) 

L ? int6grale (t6) est appelle une integrate elliptique de pre- 
miere espece, sous la forme normale de Legendre . 


96 . D 6 g 4 n 6 rescence. — Les fonctions sn, cn, dn se r^duisent a 
des fonctions circulaires ou exponentielles lorsque k 2 est egal & o 
oui i. 


i° k 2 = o. Liquation (16) devient alors 


u 



dx 

v/j.-—# 2 



ETUDE SPECIALE DES NOTATIONS DE JACOBf. 


137 


la fonction # = sn u devient done $ = sin a. Les fonctions 
cn u = \J i — sn 2 w, dn u = \Ji — £ 2 sn 2 u 


deviennent 


cn# = cosM, dnw = i. 


On peut verifier qu’alors les formnles d’addition (9) et (10) se 
reduisent aux formules donnant sin(zz 4- p) ? cos(m + p). 

2 0 k 2 = i, Alors on a d’apr^s (16) 


d’oti 


puis 


»jf T 


dx T T 1 + X 

— — Log > 

— a ? 2 2 1 — x 


a?=snw = 


e u — e~ u 
e u Hh &~ u 9 


cn u 


= dn u = /i — sn-M = 


2 


e u+. e -u 


97 . Relation entre pu et snw. — La fonction snzz que nous vou- 
lons comparer a pu est celle dont le multiplicateur est egal d 
V uni t 6 , de sorte que, si Ton pose 

z = snw, 

z satisfait a liquation difierentielle 

Alors les periodes aK et de la fonction sn*« ne sontpas ar- 
bitraires. Elies doivent satisfaire a la condition 


t/S 


= 1 + 2# 4 - 2q^2q 9 -h. 


Au contraire les pdriodes 2 0) et 2 to' de pu sont prises arbitraire- 
ment. (On suppose seulement que dansje rapport ^ la partic reelle 

est positive.^ 

ConsidSrons la fonction sn*^ ou X est une constante; cette 
fonction admet comme pdriodes 2KA et 2ZK/X. On peut d6ter- 
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miner \ K, K/ de fagon que les periodes de sn 2 ^ aientdes valeurs 
donates a Tavance 2 co et 2 o'. Si 1 ’on prend 

ie _ 0/ 

K ~ iV 

la quantity q est connne et la relation entre K et K ; determinera K. 
Au moyen de Tindetermiiide \ on pourra satisfaire k la condition 

2KX = 2 co 

K' 

et, en se reportant a la valeur de ^ on trouvera 

2lK'X = 20>'. 


Prenons alors la fonction pu constrnite avec les deux periodes 

2 to et 2 to', et comparons-la a — - — > qui admet les m ernes p^ri odes . 

X 2 sn 2 ~ 

Dans un parall£logramine de periodes contenant le point 0, ces 
deux fonctions ont un seul p 61 e, le point u = o, qui est un 
p 61 e double. On a, de plus, quand u tend vers z&ro, 

limw 2 pu = i 7 11m =1. 

Xisn8 x 


Les deux fonctions ont done meme partie prineipale dans le voi- 
sinage de u = o et la difference 


pu 


1 


> u 
X a sn 2 y 


est une fonction doublement p^riodique aux periodes 20), 203' qui 
reste finie dans un parallelogramme des periodes. Elle se r£duit 
done a une constante C et Ton a 


pu 


1 




= C. 


Pour determiner la constante C, developpons en serie le premier 
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sn u = u - 


1 _ 

sn 2 u ~ w 2 




■w 3 4-..., 

I I4** 2 
= H 5 1 - aw 2 -K . . 


et. d’autre part, 
Done 


pB= 


C=pK- 




X 2 sn 2 


k 3 X s 


-4- ajt ! -+- 


Faisant u — o, on a C = — 1 d’oii la relation cherchee 


pu=- 


i-t- A* 
H5~ 


X* ~TS 
sq2 x 


On sait quey = pu satisfait a liquation different! elle 

= 4 (r — «i){y~ ei)(y-e 3 )=iy*- fry — gi , 
avec les conditions 


«i = pw, e 2 = p(co -+- to'), e 3 = pto'. 

Calculons e,, e i} e 3 en fonction' de k 2 et de).; pour m = w, 
J=K,snK = x, 


«i = — 


1 + X 1 i 


3X* 

pour u— 0 /, | = i'K', sn(7K') = oo 


e 3 = - 


I-+- k* 

3^2 > 


pour tt = (D + o>',| = K + tK', sn (J) = J 


<s 2 =p(a> - 4 - V) = 


14 - A: 2 £* 

3X 2 ' + ' X* 
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Apres des reductions evidentes, on trouve les egalites 





X 2 = 


1 ik 2 — t 


3 


et on en d6duit 


X 2 e 3 = - 


x H- £ 2 

5 > 





& 2 = 


#2 — ^3 

, 

<5l— <53 


^2— fizifa. 


Dans le cas particulier ou l’on consid^re la fonction pu con- 
struite avec les p^riodes 2K et 21KI elles-memes, on a X = 1 et 
la relation entre p et sn devient 


pu = 


1 

sn 2 w 


!(**-<- 1). 


98. Theordme. — Toute fonction eiliptique aux periodes 
2K et a£K/ est une fonction rationnelle de sn 2 u et de sa de - 
rivie 2 sn u cn u dn u . 

En effet nous avons d£montr6 (n° 49) que toute fonction eilip- 
tique est une fonction rationnelle de pw et p f u . Comme la rela- 
tion ci-dessus donne 

. 2snwcnwdnw 

p u — 5 

r sn 3 « 

on voit que la fonction consid£ree, exprim£e rationnellement en 
pu et p f u j se transforme immidiatement en une fonction ration- 
nelle de sn 2 u et de sa derivee. 

Si l’on considere en general une fonction eiliptique avec des 
periodes quelconques 20 et 203', elle est une fonction rationnelle 

depu et p'u , c’est-a-dire de sn 2 y et de sa derivee. 

99. Ddveloppements derj et de^'en sSrie. — Pour avoir un dd- 
veloppement de en s£rie, nous partirons de la relation entre 

et Zm d£montr6e Chapitre II, n° 21 [equation (19)] et que nous 
r£crivons ici 

— u — ^u — Z u. 
to 

En prenant les d^rivdes des deux membres et en faisant ensuite 
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u = to' nous trouvons 


— = — pw — Tlu. 
to r 


-i =-<3-ZV. 
to 


Z'g/ peut s’obtenir en faisant u = o dans 
( K + W ) du LH(mh- to') J 

Or, du developpement en produil infini de 0(w) obtenu au 
n° 78, savoir 


0 (w) = Am — 2 £ COS — 4 - # 2 U I— 2 £ 3 COS 


Ttu A 


on deduit successivement 


*M = ™ sin ^[ q - + £ +.A 

6(u) W . w I I _ a j COS ^4. j* i—2q> cos~+q i J 

|_|M =Psin ™ 

du 0 (w) to 


\ 2TT 2 TCtt 

-4-... \ — COS > 

I to 2 to 


I 1 ZU , KU . I to” CO 

\i — 2 ?cos— I — 25 ’cos— + ? 6 / 

P designant une fonction de u qui reste finie pour u = 0 . Done 


vus\- — "9 qn 

( ) w 2 2d ( 1 — q n ) 


et, par suite, 


I , _ y q n 

' 4" £3 * ^ 6 5 


2 tc 2 v q n 

'UZl (!-?»)*’ 

72- — Ij 3, 5, .... 


Pour avoir le d6veloppenaent de V, dans 1 egalite precedence. 

ix“' . -£*$ 

remplaQons <0 et &/ par ly et — w, q — s “ devient jo — e , 
de plus e 3 =p(u') devient e, = p(w), et nous obtenons 


7)' _ tv? y go 

«' + e ‘-“ (!-??)» 


> ^0 = ^ 


7i =s r, 3, 5, .... 
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100. Examples de decomposition en elements simples et d’inte- 
gration. — i° Prenons d’abord la fonction 

f( U )— Sn 2^_ sn 2 a ? 


ou a est une constante qui n’est pas de la forme 2 mK + 2 ni K/. 
Cette fonction est du second ordre; elle admet, dans un paralielo- 
gramme des peri odes 2 K et 22 JK', deux p61es simples homologues 
respectivement des points +• a et — a. Le residu Arelatif au p61e 
u = a est 


A = lim 


u - 


• a 


sn 2 u — sn 2 a 


pour u = a. La limite de ce rapport s’obtient immediatement en 
prenant la limite du rapport des derivees 


A. = 3 

2 sn a cn a dn a 

Le residu relatif a fautre p61e u = — a est — A. On a done, en 
appelant B une constante, 

/(i{)=AZ(tt-a)-AZ(M + fl) + B, 


ou, en remplagant A par sa valeur, 


2 sna cna dna 
sn 2 # — $n*a 


— l(^u a ) — Z(m -l- cl ) C, 


C ddsignant une autre constante. Nous determinons C en faisant 

u= o, ce qui donne 

n ncnadna 
G = h 2Z (a). 

<sn n. ' J 


Cette valeur de C se simplifie si Ton se reporte a la definition 
de sd 


snu = 


1 H(a) 


qui donne, en prenant les derivees 
membres, 

cnwdnw . 

=S /,( II. I 


logarithmiques 

&(u) 

e(uy 


des 


deux 


snu 
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on a done en changeant u en a 


d’ou la formule definitive 


G = 


2 


e'(g) 

6(a)' 


i43 


(18) 


2 sna cna dna 
sn 2 w — sn 2 <z 


Z(w — fl)~Z(« + a )+2 


e'(a) 

0 (a)* 


Cette m6me formule s’obtiendrait en regardant le premier 
membre comme une fonction de a et le decomposant en elements 
simples. 

En integrant les deux membres par rapport a u, on a 


/ 


a sna cn a dna 
sn 2 w — sn 2 <z 


du — Log 


II (ic — a) 
H (z 4 -h a) 


-4- 2M 


e '(«) 

©(«) 


-h const. 


De meme en integrant les deux membres de la formule (18) 
par rapport a a et remarquant que 2sn<zcnadn# estla derivee 
de sn 2 a, on a 


Log(sn 2 a — sn 2 w) = LogH(« — u)-h LogH(an- u) — a Log© (a) H- Log G, 


C designant une constante relativement a a. 
On en conclut * 


sn 2 <3 — sn 2 u 


H(a— u)E(a *4- u) 
° 0*(aj 


et, en faisant a = o, 


c = e 2 (o) 


sn 2 w 1 0 2 (o) 

H 2 (w) ~~ k 0 2 (m)* 


D’ou la formule definitive 


sn 2 a — sn 2 w 


e 2 (o) H(a-w)H(a + w) 
"1 6 2 O)0 2 (w) 7 


mettant en Evidence les zeros et les p 61 es du premier membre. 

2 0 Proposons-nous maintenant de decomposer en elements 
simples la fonction 

1 

sn 


qui admel, dans un paralleiogramme des periodes, unpdle double 
homologue du point u= 0. Comme, dans* le domaine du point 
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u= o, on a 


on aura 


1 = A -+. fonction reguliere, 


sn 2 u u* 


(19) 


sn 2 u 


= — Z'(m) + D ; 


D ddsignant une constanle que nous allons determiner. Aupara- 
vant, nous changerons dans la formule (19) «en«-f z*K/, en nous 
rappelant les relations suivantes 

sn(u+iK')= T ^ i , 

H(w-+- *K')= 


dont la seconde donne, en prenant les deriv£es logarithmiques, 

_ , -rr/K £« ©' ( U) 

Z'( » + t’K’) = 
v ' zzzz 8 (k) 

D’apr&s cela, la relation (19) devient, par changement de zz 
en u ■+■ zK', 

d &(u) 


k 1 sn 2 u = — 


<izz 8(zz) 


D. 


Faisant, dans cette derni£re formule, u = o et remarquant que 
®'(o) = o, car ®(zz) est paire, on a 


D = 


D’ou les deux formules 


e tf (o) 

6(c)* 


(20) 


sn 


*u K J 0(o)’ 


, d e'(zz) e*(o) 

k % sn*u = — — K - - 1 v 


du 8 (w) 0 (o) 

On en deduit par Vintegration 


f du, x &(o) 

J 15^ Z(“)+«e^T H - const - 


*/ 


„ , e'(K) e'(o) 

sn * a ^ = _^_i + w _i_ 4 . const . 
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Remarque . — La premiere des formules ( 20 ) peut se ddduire 
aussi comme cas limite de la formule ( 18 ). II suffit pour cela de 
diviser les deux membres de cette formule par 2 a et de faire 
tendre a vers z£ro* 

101. Notations d’Abel. — Dans son premier Memoire, Abel a 
d^signe par cp, /*, F les fonctions sn, cn, dn. Plus tard, il a em- 
ploye la lettre \ pour la fonction sn. Cette notation a et 6 adoptee 
par Briot et Bouquet, qui designent les trois fonctions sn, cn, dn 
pari, [x, v. 

snw = X(w), cnzz=fji(w)j dnzz = v(w). 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE IV. 


1. Demontrer les formules suivantes, qui sont des consequences des for- 
mules d’additions : 


(0 


(*>) 


, , 7N 2snacnb dnb 

sn(a + b) + sn(a - b) = — w -^— rb , 

* t » r zcnacnb 

cn(a + b) + cn(a - 6) = 

, . . zdna&nb 

dn(a + b) + dn(a - b) = 7 HFIETOS ’ 

/ / 7 \ sn 2 a — sn 2 # 

sn( «+ 6) sn(a -b)= — 7 —— r b , 

. . i dn 2 # dn 2 # — k'* 

cn(a+ b) cn (a — b)-^ - 


dn(# 4- b) dn(# — b ) = 


£ 2 cn 2 a cn 2 # -+- k ’ 2 
i — k 1 sn 2 a so 2 # 


, , v 7 , , ,, , 2 sn#cn#dn& 

(3) sn(«-t-6)cn(a-6) + sn(a-6)cn(a-+-6)= y— 


(4) 


dn(# — b) — cn(a — b) _ dna cn# — - cna dn# 
sn(a— #) — sn a sn b 

i + dn(a — b) _ ^ snacn# -h sn# cn a 
ksn(a — b) .~~ .dn# —.dud , . 


A. et L. 
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2. Duplication d© l’argument. — Faisant p = u dans les formules 
d’addition et ecrivant s, c, d a la place de sn u, cn dn u , il vient 


sn2 u 

m2 u 

dn2w 


2 scd 

I — 2S 2 -f- k 2 S k 
I — k? S 4 

i — 2 k-s- -t- k 2 s’* 
i — k^s 1 *- 


— k' 2 -h 2£' 2 c 2 - 4- & 2 c 4 
— ** C 4 ’ 

&' 2 -2*' 2 d 2 -{-d 4 

-k'z-hzdz-d*' 


En posant S = snaw, G = cn2a, D = dnaw, ces formules s’ecrivent 


s*d* 

i — D 

k 2 s-c 2 

c 2 ’ 

i + D 

■ <p 1 


i — G 

i t — D 

s 2 = 

i + D ” 

k* i + C 


D + C 

k r 2 i — D 

c’ 1 — 

i + D" 

4>D-C 


D + C 

i — C 

^2 = 

i + G _ 

*’d-c 


k^s* t 
c‘ 2 d- ’ 


Faisons u — ~K, alors S = i, G = o, D = k r ; done 



3. Ddmontrer la formule de decomposition en elements simples 


k* sna cnadna sn 8 a _ 0 1 (a) i I" 0'(a — a) 0'(a4-a)"| 

i — £ 2 sn 2 asn 2 a ~~ 0(a) + 2 [0(M-a) 0(a4-a)J 

Cette formule peut se d£duire de celle du n° 100 en y rempla9ant u par 


L Verifier que Ton a 

— k J*snu du = Log(dna -h k cnt^). 

Montrer qu’on peut de m^me determiner les constantes a, 6, a\ b ' de 
fa$on que 

aj znitdu = Log(snw 4- a / dna), 
bj'dnudu^ Log(cna-h b r sna). 


II suffit de differentier et d’identifier. 
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5 . Un cas particulier des surfaces minima. — Un exercice interessant 
pour appliquerla differentiation des fonctions elliptiques consiste a verifier 
que la surface decouverte par Schwarz ( Gesammelte mathematische 
Abhandlungen , vol. I, p. 77) 

cnx + cn/ 4- cn^ ■+■ cn# cn/ cnz = 0, 


avec le module &= est une surface minimum dont la courbure totale 
2 

en ehaque point est nulle, satisfaisant, par consequent, a la condition 
(1+ q 2 )r — 2 pq$ ->r {1 + p 2 )t — 0 , 


jo, q, r, s, t ayant leurs significations ordinaires de derivees partielles de z 
par rapport a x ) y, Schwarz montre que cette condition equivaut a la 
suivante 


1 1 (n-# 2 ) 7 ’ — 2pqs-\-(i-+-p*)t , - /dX dY\ 

pi p2 l-hp 2 -hq 2 y 'l \j) x fry] 

p! et p 2 sont les rayons de courbure principaux de la surface, et Ton pose 


X = 


sf i -+■ p 2 -+- q 2 


Y = 




Le lecteur trouvera le detail du calcul de verification dans l’Ouvrage de 
Greenhill sur les Fonctions elliptiques, p. 35 ; Garre, 1895. 


6. Demontrer les relations 

02(o) H(iM-a) H (u-a)= 0 2 (a) H*(a) - H*(a) 0 *(b), 

02 (0) 0(r4-t-a) 0(a — a) = e 2 (a) 0 2 (a) — H 2 (a) H 2 (a), 

= e?(a) 0!(«)-Hf(a)Hi(ii) s 
0{(o) 0(w-t-a) 0(w — a) = 0 2 (a) 0?(w) -f-H2(a)H2(a), 
H2(o)H 1 (a + a)H 1 (a~a) = 02(a)02(a)- 0*(a) 

H 1 (o)0 1 (a) 0!(a) Hi(a — a) — 0i(o) H^a) Hi(w) 0i(a — a) 

= 0(o)H(a)H(a) 0(a — a), 

Hi(a)0(a) H 1 (a)0(a) + H(a)0i(a) H(a)0 1 (w) 

= 0(o)H 1 (o)H 1 (a — a)0(a + a), 

II suffit,de verifier que, dans chacune de ces formules, le quotient d’un 
des membres par l’autre est une fonction de u admettant les periodes 2K 
et 21K! et restant finie quel que soit a. Ce quotient est alors une con - 
stante que Ton determine en donnant a u une valeur particuliSre* 
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SONT RfiELS. APPLICATIONS. 


Nous nous proposons, en yue des applications, de faire, pour 
les fonctions de Jacobi, une etude analogue a celle que nous avons 
faite pour pu dans le Chapitre III. Nous supposerons, comme 

dans ce Chapitre, que to et j sont reels, ce qui revient a sup- 
poser K et K/ r£els. 

I. — K ET K' REELS. 


102. Le module est r^el et moindre que r. — La serie qui de- 
finit A et A' montre que, K et K' dtant rdeis, k et k 1 le sont aussi. 
Comme on a 

A* 2 -4- A** 2 = i , 

le module k et le module compldmentaire k r sont reels et plus 
petits que i. 


103. Argument r4el. — Considerons d’abordla fonction 


z = sn u — 


i H (u) 

71 €>(«)* 


Quand u varie en restant reel de o a K, z est v6el puisque, 
dans les developpements en s£rie trigonom^trique de H ( u ) et 0 (a), 
tout est r6el; dans cet intervalle z varie d’une manure continue, 
puisque, ©(#)'& pour r acmes, (in + t)ihL r . De plus, la 
d6rivde 

, dz 

= cnadn w 
du 


garde un signe constant, puisque les fonctions H,(#), 
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0(zz) ne s’annulent pour aucune valeur comprise entre o et K; 
cette d£riv6e est dgale a i pour u = o; done elle est constamment 
positive entre o et K. La fonction snw est croissante : elle est 
nulle pour u = o et dgale a i pour u = K. 

De la variation de sn u , on deduit celle de oxiu et dnz^ quand u 
varie de o a R. En effet 

cn u = \/ i — sn 2 u 

varie de i a o, et 

dn u == v/i — k 2 sn 2 u 

varie de i a k' . 

On conclut de la les variations des trois fonctions dans tout in- 
tervalle rdel en se rappelant que snw est impaire, que cnz£ et dnzz 
sont paires, et que Ton a 

sn(zz-HaK) = — snzz, 
cn(z£-b 2 K) = — enzz, 
dn(w-*-2K)= dnw. 


104. Argument de la forme p -+- iK r , p reel. — L’dgalite 


sn(P-wK') = 


i 


k snp 


donne immediatement la variation de snz^ quand 


u = ph- i K' 


et que p varie de o a K. Comme snp croit de o a i, sn(p + iK!) 
ddcroit de + oo a 1 • 

A 

Les fonctions 

cn u = \Ji — sn 2 zz, dn u = /i — k 1 sn 2 u 

sont purement imaginaires pour ces valeurs de u , 

105. Argument purement imaginaire. — Les series trigono- 
mdtriques definissant H, 0, Hj, 0^ montrent immediatement que* 
u etant rdel, H (iu) est purement imaginaire; 0(m), H 4 (im) et 
® 4 (m) sont r£els, Done, snz& est purement imaginaire; cniu et 
dn iu sont reels. 
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Pour etudier les variations de ces fonctions et mettre ces pro- 
priet^s en evidence, nous nous servirons des formules du n° 80 , 
relatives & l’echange de K et K 7 . 

Ces formules permettent de ramener les fonctions sn zw, cn iu, 
dn iu, construites avec les periodes sK et2zK', a d’autres fonc- 
tions snw, cnu, dnw, construites avec les periodes 2K 7 et 21K. 

On a par definition 


sn u = 


6 i(o) 

Hi(o) 


(Jj 

e (u 


cn u = 


e(o) 

Hi(o) 


x 


HiW 

6(n) * 


Transformons sn iu ennous servant des formules suivantes de- 
montrees n° 80 

7CU- 

e ~4KV H (j M |K, iK') = AiH(w|K', i K), 
e _ nB?e(»«lK, £K') = A H,(«lK',iK); 
nous avons d’abord 


HOIK, iK') . H(«|K', iK) 
0(»a|K, iK!) -*Ei(u\K', iK )’ 

puis, d 7 une mani&re analogue, 

6i(o[K, iK 1 ) __ 0i (o|K', iK) 
H^ojK, iK') 0( O |K', iK) ’ 


et nous deduisons de la 

*n( nr 1 V ^ _ .• sn ( u\K r , Z ‘K) 

sn(iii|K, >K)~Vn (w TlC, iK)’ 


en d&ignant par sn(w]K, £K') la fonction snu construite avec les 
periodes aK et 21K! et par sn( w|K', iK) celle qui s’en deduit en 
echangeant K et K, 7 . 

En raisonnant de m 6 me et en emplojant des notations analogues 
on demon trerait les deux autres formules 


cn(ta|K, iK') = 


dn(w*|K, iK!) = 


1 

cn(zi[K', iK)’ 

dn(u\K', iK) 
cn(iijK', iK)* 


Ainsi, quand u est reel, la fonction sn iu prend des valeurs 
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purement imaginaires, tandis que cn iu et dnzzz sontr^els. II serait 
facile de suivre les variations de ces dernieres fonctions : il suffi- 
rait pour cela d’6tudier leurs variations quand u varie de o k K'. 
Ainsi la fonction cn(zzjK', i K) varie de i a o, d’apr&s ce qu’on a 
vupour les arguments r£els; done cn(zzz|K, iK!) croit de i a +oo. 


106. Argument de la forme K + u r6el. — Prenons main te- 
nant un argument de la forme K -f- iu en supposantque u est r£el 
et croit de o & K. On a d’abord 


sn(K -+■ iu) 


cn (iu) m 
dn (iu ) 3 


puis, en se servant des formules prec^dentes et mettantles p^riodes 
en Evidence, on trouve 


sn(K h- itz|K, iK') = 


T 

dn(z*|K', iK)' 


La fonction est done reelle et varie d’une mani&re continue 
quand u varie de o a K', e’est-a-dire de o a la demi-peri ode reelle 
de la fonction dn qui figure au d^nominateur. Appelons pour un 
instant k ^ le module des fonctions elliptiques sn(zz]K', z'K), 
cn(zz]K', iK), dn(zz|K', zK) : nous avons vu que, quand u varie 
de o a la demi-periode reelle K', sn(zz|K', z’K) croit de o a i, 
dn(zz|K', z’K) ddcroitconstamment de i a y/i — ^.Donc, quand u 
croit de o a K', la fonction 

sn(K-hizz|K, iK!) 


croit constamment de 1 a . ■ - 

On peut trouver directement les valeurs extremes de la fonc- 
tion : pour u — o, elle est ^gale a i puisque snK=:i; quand 

u = K', elle devient £gale a y comme le montre la formule 

t 


sn(p -+- iK') = j 


sn 9 


dans laquelle on fait v = K. On doit done avoir 

i __ i 
/i — ^ 


ki = / 1 — k 2 = k'. 
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Le module des fonctions nouvelles sn(w|K', zK), ... est 
done k\ 


107. R6sum6. — Les r^sultats precedents peuvent se resumer 
ainsi. Soient Ox , 0 y deux axes rectangulaires : prenons sur Ox 
OA=K, sur 0 y, OB = K 7 et soit C le quatrieme sommet du rec- 
tangle construit sur OA et sur OB. 

Lorsque le point dont l’affixe est u decrit successivement les 

cdtds OA, AG, CB, la valeur de sn?z varie de o a i, de i a|> puis 

de ^ a -(-oo 


u 0 A G B 

i 

sn u o i H- ao 


On formerait de meme pour enwet dnzz les Tableaux suivants, 
en supposant toujours que le point mobile parcourt les cotds du 
rectangle OACB : 

u A 0 B 

entt o i oo 


u G A 0 B 

dnzz o k' i cc 


y\ 


a 


[0 


Fig. 7 . 


C 


|A x 


108. Expression des p^riodes par des intdgrales deflnies. 
fonction 

z = snu 


— La 


satisfait a Fequalion difiKrentielle 
qui pent s’dcrire 


dz 

^ = cn u dn u ? 


du : 


dz 

/(i — — k^) 



. ETUDE DES VALEURS REELLES DE sn M, Cnw, dlUJ. l53 

Quand u varie de o a K, z est reel et croit constamment de o 
a i (n° 103); on a done 


_ dz 


D’autre part, si Ton pose 


u = K — j— it 

el si l’on fait varier t de o a K/, sna croit constamment de oai; 
on en d£duit 


iK , = C~ k dz 

/(I" ■»*)(! — 


Or, en faisant le changement de variable 


Pintegrale devient 


y/ 1 — k’ 2 z\ 


if-— i 

J 0 VCt — 


d* 1 . 


K' est done determine par I’egalit6 


t'= f 1 =JL= 


On voit que K! est d<*fini a l’aide du module compl&menlaire k f 
comme K est defini k Paide du module k ; par suite, quand on 
remplace k par k\ on ^change par la m6me K et K'. C’est, sous 
une autre forme, le r^sultat que nous avons ddja trouv^, quand 
nous avons vu que le module des fonctions sn(&|K/, j'K), ... est 
6gal a k r . 


109, Relations entre K, K' et /c. — Les deux quantitds K et K', 
exprimdes sous forme d’int^grales definies 


(i) K 


_ r 1 dz K , = r 1 

1 ✓(!-**)(!- ****)’ Jo JiT- 


-s*Xi — 


Ar's = i — 
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apparaissent comme des fonctions de la seule quantite k. Elies 
sont done liees par une relation et ne sont pas independantes . 
Cette relation est celle que Ton a etablie, entre K et K', pour 
rendre le multiplicateur 

.. snw 

g = am — j pour u = o, 


egal a i. Cette relation peut s’ecrire (n° 92) 



Ainsi les fonctions K et K' de k , d^finies par les relations (i), 
v^rifient cette relation. 

Les fonctions sn, cn, dn, construites avec K et j’K', sont done 
determinees d&s qu’on connait k. Aussi, au lieu de les 6crire 
sn(z/[R, zR'), les ^crit-on plus simplement sn(w, k), cn(u, k), 
dn(&, k). Par le changement de k en k J , K et R' s’^changent. 

Les fonctions sn(&|R', z’R), ... s’ecriront done sn(zz, k'), 
cn (k, k 1 ), dn(zz, k '). Avec ces notations, les formules 6tablies 
plus haut pour Targument purement imaginaire s’6crivent 


sn (iu, k) = 


.sn(zz, k r ) 

1 cn ( w, k')’ 


cn (iw, k) = 


r 

cn(w, k' )’ 


dn(&zz, k) = 


dn(& 7 k r ) 
cn(w, k r ) 


Par exempie, si Ton se place dans un cas de deg^nerescence 
(n° 96), k = o, on a k r = i, et la deuxi&me formule donne 


cos iu = 


e u -h e-» 
% 


Le module k peut prendre une valeur reelle qdelconque com- 
prise entre o et i. En effet, dans la theorie que nous venons de 
d^velopper, nous avons vu que, les deux quantity reelles et 
positives K et K/ dtant choisies de fagon a verifier liquation (a), 
le multiplicateur e&t egal k i, et le module k donn£ par 


yj _ H^O) _ 

V ' 0l(o) I+2^-f 


2 = 
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nous avons ddmontre ensuite que le module complementnire k' 
s’obtient en permutant K et K', ee qui donne 


./77_ gy/yo+afr'gjj- 
i-t-ayj-hayg- 


q o = e 


-4 


Quand le rapport est nul, q = o, A- = o ; quand ce rapport 
est infinij q 0 = o, A'= o, A* = i . Done, le rapport variant de o 

k oo, A* varie de o a 1 5 il passe par toutes les valeurs inferieures k 1 . 
D apres la tkeorie que nous avons developpee, les determinations 
de K el K.' qui font acqu£rir a k une de ces valeurs sont donates 
paries integrates definies (1). 


HO. Inversion. — Supposons que, A etant un nombre moindre 
que 1, on ait trouve entre weU une relation de la forfne 


(3) 


u 



dz 

— &**) 


On calculera les demi-periodes K et iK! par les integrates de- 
finies (1). On construira ensuite les fonctions.H, 0, H 4t , 
sn ( u 7 k), cn(w, A), dn^, k) correspondanles, et Ton aura 


u = arg snz, - z = sum, 

y/ 1 — = cn u , \/ 1 — k-z- = dn w. 

On aura ainsi realise ce qu*on ap'pelle V inversion de Tinte- 
grale ( 3 ). 


111. Expression de K par une s6rie hyperg6om§trique. — Dans 
la formule qui definit K par une integrate definie, faisons 
z — sincp : on aura 

TC 1 

K= f (1 — A 2 sin 2 <p)“* dy. 

Jo 


Developpons, par la formule du binoxne, la quantite sous le 
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signe d’int^gration 

nz= oo 

t • B \"*a' 1.3.5. . • 2 7& " [ i» . ft 

(i — & 2 sm 2 o) 2 = r-h > • 7-5 k 2n sm 2/| cp. 

V jU 2.4.6. ..271 

72=1 

D’apres une formule due & Wallis et facile a verifier, on a 


1 . , It 1.3.5. ..271 — 1 

sm 2/J 9 a© = — 

T 1 2 2.4*6. ..271 


Done enfin 


La serie ainsi obtenue est un cas particular de la serie hyper- 

g^om&rique de Gauss 

Q aB a? «(«4 -i)B(B + i) x 2 

F(a, p, y? #) = iH — - - + — f-. . . , 

v r 1 ' Y 1 y(T + 0 l '* 1 


On a, en eflet, 


K=-F(X 1 . k * Y 

2 \2 2 ' / 


112. Valours r4elles de pw, dans le cas oil co et y sont rdels, ratta- 
ch§es a celles de sn 2 w. — Supposoos que la fonction pu soit con- 
struite avec deuxperiodes 20 ) et 20 / telles que co et y soient reels. 

Nous avons 6 tudie ce cas en detail. Nous pouvons, a titre d’exer- 
cice, rattacher les r 6 sultats que nous avons obtenus a ceux du 
present paragraphe, en nous servant de la relation entre les fonc- 
tions p et sn. Nous avons trouve en general 


X s sn 1 ^ 


aKX=2 co, 2tK'X = 2to f , 


Dans le cas actuel, le polynome 


4 zs—gtz — gs 
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a ses racines r^elles 5 le discriminant 

A = ^i — V g\ 

est positif. De plus, e ] > e 2 > e z . Alors 1 2 > o; la valeur de k 2 
est rdelle et comprise entre o et i; les p^riodes aKet 2 iK f de la 
fonction sn 2 *£ sont, la premiere r^elle, la seconde purement ima- 
ginaire. D’aprfes cela quand u est reel, pu est dvidemment r^el. 
Nous avons vu (n° 54) que, 1 ’argument u etant purement ima- 
ginable, pu est encore reel; cela resulte de la formule 

P(*w;<? 2 , — gi). 

Nous allons verifier cette formule en nous servant de l’egalite qui 
ramene pu a la fonction sn 2 u. Cherchons Texpression de 

pO; £*> —g*)- 

Quand on change en — g 2l dans 1’equation 
4y 3 — giy—gz = <>, 

on change les signes des trois racines e i? e 2 , e 3 ou, en precisant, 
si e 3 sont les racines de Pequation precedente rang^es par 

ordre de grandeur decroissante, les racines de liquation 

47 3 -*^ 2 j -+-^3 = o 5 

rangees aussi par ordre de grandeur decroissante, seront 

e \ = 63, ^2 = ^3 = ^1 5 

le carre du module de p(w, g 2 — gz) est egal a 

ej — _ gi— e 2 

e[ — e' d ei—e 9 * 

On voit que c’est le carre du complement du module de la fonc- 
tion p(u] g 2) gs); le multiplicateur de p(u) g 2 , — £ 3 ) est 

. ■ 1 T = L_ = XS; 

e\ — e ' 3 e t — e t 

il est le mime que pour la-fonction p(«; g iy g%). 

En rlsuml, changer g» en — g% revient a changer k en k 1 , et 
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Ton a 

p(&; gu — #0 = 
et la formule k verifier 


I + k f% I 


3X2 


^X* 


sn 


(!-')' 


equivaut ct celle-ci 

1 + A* 1 1 __ 1 -i- k f - i i 

H5~ + jj /ill 3X* “P 

™\r /c ) sn (r k ) 

ou, en tenant compte de la relation A- 2 + A' 2 = 1 et en posant | = 0 

1 1 _ 
sn 2 (iV, k) sn 2 (p, /c'j r> 


or cette egalite r6sulte imm^diatement de la formule suivante, de- 
mon tree au n° 105 


sn ( zV, A) = 


i sn(t>, k* ) 
cn(p, k!) 


Variation des valeurs reelles de pu . — Partons de la for- 
mule 



Quand ^ croit de o a K, sn^ croit de o a 1; en m£me temps u 
croit de o & to et p u d^croxt de + co k e, . 

Si F on pose ~ = K + it et si l’on fait varier t de o a K/, sn 2 j 

varie de 1 a ~ = en m&me temps, on a 

u = a) -b iti ; 

^ croissant par valeurs reelles de o a 0/, p w va constamment en 
d&sroissant depuis e 4 jnsqu’& e 2 . 

Si Pon pose = fK/+ / et si Pon fait croitre t de 0 a K, sn 2 ^ 
d^crolt de 00 k en m£me temps, on a 


u =5 to'-b 
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t { croissant par valeurs r<§elles de o a co, pu croit constamment de 
e 3 a e 2 . 

Enfin posons u = it, faisons croitre t de o k y et servons-nous 
de la formnle 

Les periodes de la fonction 6crite au second membre sozit — 

l 

et 2 !U, puisqu’en changeant le signe de g 3 on change k en A 7 , par 
suite K eu K 7 , par suite to et co' en ~ et i to. D’apr^s cela, quand t 

(j ) 1 

varie de o a j, nous sommes dans un cas d6ja 4tudi6; p(u;g i} —g*) 
d^croit de J’infini a la plus grande des racines de l’equation 

by z — + gs = o, 


w r 

c’est-a-dire — e 3 . Ainsi, t variant deoa-r^ g a, — gz) d^croit 

de +oo a — e 3 et par suite p(u; g 2 , g 3 ) croit de — oo a e 3 . 

En r6sum£ : 

i° Quand u croit par valeurs r6elles de o & co, pu decroit de 
+ oo a e \ ; 

2 ° Quand on a u = co + it et que t croit par valeurs reelles 

to 7 

de o a pu ddcroit de e { k e 2 ; 

3° Quand on a u = <D r ~+-C et que l croit par valeurs reelles 
de o a co, pu croit de e 3 A e 2 ; 

4° Quand on a u == it et que t croit par valeurs reelles de o 
a j, pu croit de — oo a e 3 . 

Cette discussion a ete r6sum£e au n° 57. Nous pouvons d’abord 
en tirer cette conclusion que pu passe par toute valeur rielle . 
D’ailleurs liquation 

pu — pp = 0, 

u’a que deux racines dans un paralldlogramme des periodes, 
puisqtie le premier membre est une fonction doublement pSrio- 
dique admettant z6ro comme p6le double et n’admettant pas 
d’autres p61es dans un parall6lo gramme des periodes qui contient 
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zero. Les deux racines sont evidemment, a des multiples pres 
des p^riodes, egales a + p et — v. 

Nous avons ainsi defini toutes les valeurs de u pour lesquelles 
la fonction p u est reelle. 

Etude de la derivee pour les valeurs qui rendent la fonction 
reelle. — D’apres Tequation 

p r *u = 4(pw — et)(pu — e>)(pu — e 3 ), 

la derivee p f u est reelle qnand pu est sup£rieure a e K ou comprise 
entre e 2 et e z \ elle est purement imaginaire dans les autres cas. 
Voyons, avecplus de details, comment se comporte la derivee dans 
les cas examines dans le paragraphe precedent : 

i° Quand u croit de o a co, pu decroit constamment; la d£riv£e 
est reelle et negative; 

2° Quand on a u = co -j- it et que t croit de o a pu decroit 
constamment; p ' u est purement imaginaire, la d^riv^e de pu par 
rapport a t est negative; cette derivee est ip f u , ainsi est 
positive; 

3 ° Quand on a u = co'-b t et que t croit de o & co, pu croit 
constamment, p ] u est reelle et positive, 

Dans chacun des cas precedents on a examine seulementun in- 
tervalle correspondant a une demi-pdriode. En se servant de ce 
que la fonction pu est paire et admet les p£riodes 2co, 2 to', on 
v&rifiera sans peine le r£sultat suivant, se rapportant aux cas ou p u 
est reelle : 

La derivee change de signe quand la partie reelle de u passe 
par un multiple de to ou quand le coefficient de i passe £ar tin 

multiple de ^ • 

II. — Biquadratjque gauche. Surface des ondes. 

La courbe d&Snie par 


113. Equations de la biquadratique. — 
Ifes &juation& 

I a? = sn u, 
y = cd u } 
z = dn u. 
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ans lesquelles u d^signe un parametre variable, est Fintersection 
le deux surfaces du second degr£, puisque Ton a entre x , y r z les 
leux relations 

• /= X 2 -4-y 2 —I=0, 

© — Jc' 2 X~-\- £ 2 — 1 = 0 

:t, d’autre pari, on peut toujours, par une transformation homo- 
jraphique, ramener a cette forme les Equations d’une biquadra- 
ique gauche. Nous allons indiquer les propridtes les plus simples 
le cette courbe, en nous servant de la representation parametrique 
>r£cedente. 

Pour tous les raisonnements qui suivent, il importe de faire choix 
Tun syst&me de periodes qui appartiennent a la fois aux trois 
onctions snzz, cnw, dn u. Or ces trois fonctions admettent toutes 
les trois les deux pdriodes 4K et 4zK/. Envisages a ce point de 
vue, ce sont des fonctions elliptiques que Ton pourrait exprimer 
[*ationnellement al’aide de la fonction p(u azK'), construite 
avec ces memes periodes, et de la derivee de cette fonction. 

SoitP un parallelogrammq des periodes 4K- et ^iK! construit 
sur les deux periodes communes a snzz, cnu, d nu. Nous allons 
montrer d’abord qu’a cbaque point M de la biquadratique, les re- 
lations (i) font correspondre une seule valeur de u dansle paralle- 
logramme P. En effet, coupons la biquadratique par un plan 


# = *1 ; 

nous obtiendrons quatre points M 2 , M 3 , M 4 , en associant a 
x = X \ , les quatre systfemes de valeurs 

y —-±z\J\ — xfj z i — k^cc\. 

D’autre part, liquation x = x K donne 

sn u — Xi = o, 

la fonction elliptique sn u — x K ayant dans le paralldlo gramme P 
des pdriodes 4K et 4fK/ quatre pdles simples, a savoir les p6les 
de sn a, y possMe quatre zeros u K , u 2l u z , u h . Si Ton prend sue- 
cessivement ces quatre valeurs de zz, k cbacune d’elles correspond 
un point de la courbe dans le plan x = x 4 . On obtient ainsi d’une 
autre manifere les quatre points M t , M 2 , M 3 , M*. Si alors on fait 

A. ET L. II 
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choix d’un de ces points, le point par exemple, il lui corres- 
pond dans le parall^logramme P une seule yalenr de u , la valeur 
u=U { . Done a un point M 1 de la biquadratique correspond, 
dans P, une seule yaleur U\ de u : dans le plan tout entier sur 
lequel on figure la yariable w, il correspond au point une 
infinite de valeurs de u donnees par la formule 

u == U\ h - bmK -+- /\niK r , 

m el n entiers. On a done une representation parametrique par- 
faite de la courbe. 

Remarque . — Si Ton se donne la yaleur de x = x { , et si 
Ton appelle u { Tune desracines del’^quation sn& — ^^ = o dans P, 
les autres u* sont donnees par 

sn« — sn^! = o; 

elles sont homologues des points 

2 K — U U 2iK'-+- U iy 2K-1-2 tK'— Ki. 

114. Forme de la courbe. — On apergoit imm^diatement la 
formfe de la courbe, en remarquant qu’elle est sym^trique par rap- 
port aux plans de coord onn6es, et qu’elle se projette sur xOy 
suivant un cercle, sur xOz suivant une ellipse, sxxryOz suivant 
une hyperbole. 

Mais voyons comment il faut faire varier P argument pour ob- 
tenir tous les points reels de la courbe ; x ely etant supposes r6els, 
la relation 

x-n- y- = 1 

montre que chacune des quantites sn 2 w, cn 2 u est plus petite que 1 
et Pon en conclut que u est reel, a des multiples pres des quantity 
2 K et 2 zK'. 

Les formules relatives a la p&riodicite des fonctions sn, cn, dn 
font voir que les points weta-f 2 K sont sym6triques par rapport 
a Paxe Oz; les points u et u + ai¥J sont symdtriques par rapport 
al’axe Ox. 

Il suffit done ddja de faire varier wde 0 a 2 K.De plus les for- 
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mules 

sn(aK — u)= snu, 
cn(2K — u) = — cn u , 
dn( 2 K— u)~ dnw 

montrent que les points u et 2 K — u sont symdtriques par rap- 
port au plan des zx . Nous ferons done varier u seulement depuis o 
jusqu’aK. Nous obtenons ainsi un arc BA de la courbe situ£ au- 
dessus du plan des xy, allant d’un sommet situd dans le plan 
des yz a un sommet situd dans le plan des zx. II reste ensuite a 
completer la courbe en se servant des symetries indiqu^es. 

115. Condition pour que quatre points de la courbe soient dans 
un m6me plan. — L’equation que determine les parametres des 
points d’intersection de la courbe avec le plan 

A x By C z -j- D — o 
est 

(2) A snu -+- B cn u -+■ G dn u -+- D = 0. 

Le premier membre est une fonction doublement p^riodique aux 
periodes 4K et admettant dans un parallelogramme des pe- 
riodes quatre infinis qui sont les zeros de ®(u) : par exemple les 
points 

i‘K', i K'-f-aK, —i K f , — zK'+ aK. 

La fonction ( 2 ) a done dans un parallelogramme quatre zdros 
u { , 11 %, w 8 , 114 correspondant aux quatre points d r intersection du 
plan avec la courbe. La somme des zeros ne differe de la somme 
des infinis que par des multiples des periodes 4K- et 4&K.' : on a 
done 

(3) W 1 +M 2 +M 3 + ^ 4 = <mK4*qmK', 

m et n entiers. Cette condition ndeessaire pour que quatre points 
soient dans un plan est suffisante. On le voit comrae pour trois 
points enligne droite sur une cubique plane (n°59). 

. Plans bitangents menes par une tangente donnie. — Soit U\ 
le parametre du point de contact M< de la tangente donnefe et u le 
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parametre da deuxieme point de contact M, on a 

2 & - 4 - 2 Wi = 4 mK 4 niK! , 
u = — Ui *+• 2mK + 2/ii K f . 

Comme deux valeurs de zz qui ne different qne par des multiples 
de 4K- et 4 f K/ donnent Ie meme point, il suffit de donner a chacun 
des nombres entiers m et n les valeurs o et i et, par suite de 
consider quatre valeurs de z/, savoir 

— U U — MiH- 2K, — Z^i-h2 2K' } — Zil -H 2 K -I- 2 tK'. 

II y a done quatre plans bitangents qui passent par la tangente 
en ; les points de contact sont les symetriques du point M 4 par 
rapport aux trois plans de coordonndes et par rapport a l’origine. 
On voit de plus que les quatre plans bi tangents menes par la 
tangente enM< sont les plans tangents aux quatre c6nes du second 
ordre passant par la biquadra tique (trois de ces c6nes se reduisent 
ici k des cylindres). 

II est facile de deduire de la que le rapport anharmonique 
des quatre plans bitangents menis par la tangente en M* reste 
fixe quand le point se deplace sur la courbe. En effet, les 
Equations des quatre c6nes sont 

/= z 2 

/ =o. 

Les equations des plans tangents au point Mf sont de la forme 

P = o, Q — k 2 P = o, 

Q = o, Q- P = o ; 

Ie rapport anharmonique de ces quatre plans est egal a k 2 . II est 
constant et Eon voit que sa valeur donne le carre du module des ' 
fonctions elliptiques qui ont servi k la representation paramd- 
trique. 

Si Ton prend la perspective de la biquadratique, le point de vue 
etant au point M i de la courbe, on obtient une cubique qui passe 
par la trace m { de la tangente en ; les plans que Ton peut 
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mener par cette tangente et les tangentes a la courbe de l’espace 
out pour traces les tangentes a la cubique menees par le point m { . 
D’ou ce theoreme : 

jD’uji point j oris sur une cubique on pent encore mener quatre 
tangentes a la cubique et le rapport anharmonique de ces 
quatre tangentes est constant . 

Points de rencontre de deux tangentes a la biquadra - 
tique . — D’apres ce que nous venons de voir, si deux tangentes 
sont dans un m£me plan et ne sont pas paralleles, leur point de 
rencontre est situ6 dans l’un des plans de coordonn6es. Pour avoir 
le lieu de ceux de ces points qui sont situ^s dans le plan x= o, 
par exemple, il suffit de chercher la courbe d6crile dans ce plan 
par la trace de la tangente en un point variable de la biquadra tique. 
On trouve sans peine que ce lieu peut etre reprdsent£ par les 
equations 

t r 

cd it dnM 

et qu’il est du quatrieme degre. 

Cette ligne et les lignes analogues situ^es dans les autres plans 
de coordonndes et le plan de l’infini sont les lignes doubles de la 
surface du huiti£me ordre engendr6e par les tangentes & la biqua- 
dratique. 

116. Plans osculateurs men6s & la courbe par un point de la 
courbe. — Supposons que Irois des quatre points d’intersection 
de la courbe avec un plan soient confondus. La relation entre les 
parametres de ces quatre points devient 

Mi 4- 3 m = 4 mK 4- 4 niK! 

ou bien 

Mj TTL r _ TL •trf 

u = — - — h — 4 K 4- — 4 &K . 

II suffit de donner a chacun des nombres entiers mein les valeurs 
0 , i , a. II y a done neuf plans osculateurs menes & la courbe, par 
le point M*. Quand on projelte la courbe, le point de vue etant 
enMi, les traces de ces plans deviennent les tangentes d’inflexion 
de la cubique. 
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Plans surosculateurs . — Si les quatre points ^intersection 
delacourbeavec un plan Yiennenl se confondre, la relation entre 
les param&tres de ces quatre points devient 


ou bien 


4 u = ■+• 4 niK ! 

u = mK -H ni K'. 


Ghacun des entiers m et n pouvant prendre quatre valeurs o, i, 
2, 3 , on trouve 16 points. Ces points sont les sommets de la 
courbe : un des plans correspondants est la limite d’un plan bi- 
tangent dont les deux points de contact sont venus se confondre. 


117 . Determination des surfaces du second ordre passant par la 
biquadratique. — Consid£rons une corde joignant deux points 
quelconquesM^ de la biquadratique ; il existe une surface du 
second ordre S passant par la courbe gauche et admettant MiM 2 
comme generatrice rectiligne. Si Ton m£ne un plan par la corde 
M<M 2 et si M', M 2 sont les deux nouveaux points d’intersection 
de la courbe par ce plan, la droite M' M' 2 est une generatrice de 
la surface S et une generatrice du second sysl£me, en appelant 
premier syst&me celui auquel appartient la droite M*M 2 . En 
tenant compte de la relation qui exprime que les quatre points 
M 2 , M' n M' 2 sont dans un meme plan 

Mi-4- w 2 h- u\- 4- u' % = 4^K-h 4niK r , 

on voit qu 'une generatrice Pun systeme determine de S ren- 
contre la biquadratique en deux points dont les arguments 
ont une somme constante . 

La valeur de la constante change seulement de signe quand on 
passe d’un systeme de generatrices k l’autre pour une m6me surface 
du second ordre; elle est egale a une demi-pdriode o, 2K, 2iK/, 
ou 2 K. -{- 2 f K 7 quand la surface est Pun des quatre c6nes du 
second ordre qui passent par la biquadratique. 

Comme application, nous allons considerer des polygones dont 
les c6tes sont des generatrices d’une surface S passant par la bi- 
quadratique et dont les sommets sont sur la courbe, et nous cher- 
cherons la condition pour qu’un polygone ainsi defini se ferine. 

Les arguments de deux sommets consecutifs sont lies par les 
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relations suivantes, dont les deux formes correspondent aux deux 
syst&mes de generatrices, 

U> l -+- Ito =: Gy 

— ( ■+■ W 3 ) = c, 

= c , 

— ( w 4 h- 1/5)= C, 


le signe de congruence = signifiant que l’£galit£ a lieu a des mul- 
tiples pres des p&riodes 4K- et /[{¥%!. Si Ton veut, par exemple, 
avoir un quadrilatere, on exprimera que w g ne differe de u K que 
par des multiples des p6riodes 4& et 4 iK ; . En ajoutant membre 
a membre les Equations precedentes on trouve 

4 L = 4 /nK 4- K/, 

C doit etre un quart de pdriode. Les quadrilat&res ne se ferment 
que si la surface consideree correspond a une telle determination 
de C et ils se ferment tonjours pour une surface ainsi definie. 

II resulte de ce qui precede qu’une surface du second ordre 
passant par la biquadratique est caract^risee par un argument 
elliptique defini au signe pres. 

118. Equation de la surface des ondes. — Cette surface peut 
6tre definie de la fagon suivante. Etant donnd un ellipsoide qui, 
rapporte a trois axes rectangulaires, a pour Equation 



on le coupe par un plan variable passant par Ie centre 
Ax ■+■ By -h Gz = 0 

et, sur la normale au plan menie par le centre, on porte & partir de 
ce point des longueurs dgales aux axes de la section. 

Liquation qui donne les longueurs des axes de la section est 

«* As (3 2 B 2 y sG * 

r 1 — a?'*" r 2 — {i 2 + r 2 — 


= 0. 
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Pour Pun des points x , jk, £ correspondant au plan A, B, C on a 

i = i = V + 

de sorte que liquation de la surface est 

a 2 # 2 |3 2 jk 2 Y 2 ^ 2 

x 2 y' -t- z 2 — a 2 H ~ x 2 y 2 z 2 — [3 2 + a?’- + 7 2 + ^-y 2 °* 

En chassant les denominateurs et en supprimant le facteur 
x 2 -{-y 2 -\- z 2 on obtient 

(x 2 -hy 2 -h z 2 ) (oc 2 x 2 -h fi 2 y 2 -hy 2 z 2 ) 

_(p2 +T 2) a 2 a? 2_( T 2 +a 2)p2 JK 2_( a 2 4 .p2) T 2^_ ha 2p2 T 2 ==0( 

La trace de la surface sur chacun des plans de coordonnees se 
decompose en deux coniques. II est facile de le voir en se reportant 
k la definition geom^trique des points dulieu. SiFon coupe Fellip- 
so'ide par un plan tournant autour de Pun des axes, O y par 
exemple, Pun des axes de la section est constamment egal a Paxe 
moyen (3, Pautre est un diam£tre de l’ellipse principale situ£e 
dans le plan zOx . Les points correspondants du lieu sont dans 
le plan zOx et ils sont situ£s sur un cercle de centre O et de 
rayon [3 et sur l’ellipse que Pon obtient en faisant tourner d’un 
angle droit Pellipse principale. La trace de la surface est done re- 
presentee par Pensemble des deux equations 

y = o, (x 2 -+- z 2 — P 2 )(a 2 # 2 -*- y 2 z 2 — a 2 y 2 )= o; 

on trouverait dememe pour les autres traces 

z = o, (x 2 ~hy 2 — j 2 ) (a 2 # 2 -t- $ 2 y 2 — a 2 (3 2 ) = o, 
x ==o, (jk 2 -+* z 2 — a 2 ) (P 2 jk 2 h- f 2 ^ 2 — P 2 y 2 ) == °* 

Geci conduit a mettre liquation de la surface sous la forme 

( (a? 2 4- yt-hz 2 — j3 2 ) (a 2 x 2 -h ^ 2 y 2 ~hy 2 z 2 — » 2 y 2 ) 

S ( -h(p 2 -a 2 )(p-Y a )j 2 = o. 


C’est cette forme dont nous aurons surtout a nous servir. II est 
Evident que Pon aurait une forme analogue correspondant a 
chacun des autres plans de coordonnees. 
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H9. Expression des coordonnees d’un point de la surface en 
fonction de denx param&tres elliptiques. — On peut exprimer les 
coordonnees d’un point variable de la surface en fonction de deux 
param&tres elliptiques au moyen des formules 


x = p sn(&, k) dn( p, Z), 
y = a cn(w, k) cn(p, l)> 
z = a dn( k) sn(p, l), 


le module k des fonctions del’argument u et le module l des func- 
tions de l’argument p dtaht definis par les 6galitds 


p 2 — a 
r 2_ a 2 ? 



q2 Y 2_ P 2 T 2 P 2^g2 

p2 Y 2_ a 2 ? P2 7 2_ a 2 ? 


ou l’on suppose 


a < P<T- 


Nous ecrirons les formules precddentes sous la forme abregee 


x — §sd u 
y = acc u 
z = a dsi, 


en attribuant I’indice i aux fonctions de l’argument p. 

Yerifions d’abord que les valeurs de x , y , £ donnees par ces 
egalitds satisfont a liquation de ]a surface quels que soient u et p. 

En dlevant au carre les deux membres de chaque 6galit6 et en 
exprimant les fonctions elliptiques de chaque argument a l’aide 
du sinus amplitude correspondant, on trouve successivement 

^2= [3 2 s 2 — 

y 2 — a 2 = — a 2 s 2 — a 2 .sf 4- a 2 s 2 $J, 
z 2 — a 2 sf — a 2 £ 2 s 2 sf. 


On en deduit 


a? 2_ h<r 2_ h *2_ p 2 = (p2__ a 2)( 5 2__ I ) y 


a 2 x 2 4- § 2 y 2 4 - 1 z 2 - « 2 T 2 = a 2 ( Y 2 — P 2 ) ( $1 — *)> 


et comme on a pos6 


y 2 = a 2 (i— $ 2 )(i — $f), 
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on voit que l’on a bien, quels que soient s et s {1 

p2)( a 2 a? 2 + T 2^2 _ a 2 Y 2) - (pa— a 2) ( T 2— ^2) 7 2. 

120. Intervalles dans lesquels il suffit de fair© varier la partie 

r6elle et le coefficient de i de chacun des arguments pour avoir 
toute la surface. — Les trois fonctions sn&, caw, dnw admettent 
comme periodes 4& et de meme, les trois fonctions snt>, 

cnt>, dnp admettent les periodes 4L et \i\l (en supposant que L 
et U correspondent a l comme K et K/ a k). Mais les formules 

sn(i4 2K) = — sn w, dn(p -+• 21V) = — dnp. 

cn(w-+- 2K) = — cnu, cn (p -b 2iL r ) = — cnp, 

dn(z 4 -4- 2K) = diiw, sn(p-h2iI/) = snp, 

montrent que les arguments 

it + aK, v-\- 2 iU 
donnent le mime point que les arguments 

u, p. 

On verrait de mime que 

W-b 2 i‘K', P-H 2 L 
donnent le meme point que 

u, P, 

et Ton peut conclure de la qu’il suffit de faire varier la partie ima- 
ginaire de u entre deux valeurs diflirant de 2 jK/ et la partie ima- 
ginable de v entre deux valeurs diflirant de 2 iU. 

121. Les lignes param^triques sont orthogonales. — Les lignes 
obtenues en faisant varier un seul des param&tres u et p sont des 
biquadratiques ( voir n° 113). Nous allons d&nontrer que les deux 
families de lignes ainsi ddfinies sont orthogonales. 

Les cosinus directeurs de la tangente sont proportionnels a x ' u , 
y'ltj s u, pour un point de la ligne obtenue en faisant varier le para- 
m&tre u ; les quantity s correspondantes* sont proportionnelles a x^ 
yl, ^ pour l’autre ligne; nous avons done a verifier que Ton a, 
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pour un syst^me quelconqae de valeurs de it et de 

o. 

Calculons ces derivees : 

x' u =$cdd l9 x' v — — 

y Uf = — xsdc u y ( , = — &cs 1 d u 

z' Ur = — a k~ scsi ) z'v = ^ de± d y . 

Dans chacun des produits x' a x^ y lt y^ z lL z v , on trouve en 
facteur 

$cd$\ c y d[ 3 

et I’egalitd a verifier se reduit a l’identit^ 

— aU J =o, 

a 2 

dvidente, si l’on se rappelle que l 2 — ^ k 12 (n° 119). 


122. Points singuliers. — Nous avons vu que la trace de la 
surface sur Pun des plans de coordonnees se decompose en deux 
coniques; les quatre points communs a ces deux coniques sont 
des points coniques de la surface. Considerons, en particular, la 
trace sur le plan zOx. On doit avoir 

y — o, cnz£cnp = o. 

Pour cn u = o, on a s 2 = i , et liquation (n° 119), 
x*-+-y-hz'— (3 2 = (p>— a*)(*>— l) 

montre que les points correspondants du lieu sont les points du 
cercle 

x 2 -hz 2 — (3 2 = o. 


Pour cn v = o, on a s\ = i , et liquation 

a 2#2_t_ -+- y 2 z 2 — qc 2 *f 2 = cc 2 (y 2 — £ 2 )(sf — 0 

montre que les points correspondants du lieu sont les points de 
l’ellipse 

a 2 # 2 h- *( 2 z 2 = a 2 y 2 * 

L’un des points d’intersection du cercle et de P ellipse est donne 
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par les valeurs des parametres u et p telles que I’on a a la fois 
cnw = o, cno = 0 . 

Mais chacune des trois derivees x l0 y u , z u contient en facteur c 
ou c { et il en est de m&me pour y v) z' v . Done, les developpe- 
ments d ex,y, z, suivantles puissances des accroissements Au, Ap 
donnas aux parametres a partir du point considere, commencent 
par des termes du second degre; le point est point conique de la 
surface. On verifie sans peine que ses coordonn^es annulent les 
trois derives f x) fl du premier membre de l’equation de la 
surface. 

Nous avons ainsi quatre points doubles reels dans le plan^O#. 
On les obtient comme points du lieu lorsqu’on coupe l’ellipsoide E 
par un plan passant par l’axe moyen et donnant comme section 
un cercle. 

Fig. 8. 



On trouverait de m£me quatre points coniques de la surface 
dans chacun des autres plans de coordonndes et il r^sulte de la 
definition g^ometrique des points du lieu qu’il n 5 y a pas d’autres 
points coniques a distance finie. La forme de liquation de la sur- 
face conduit a consid&rer comme points coniques les points Al’in- 
fini sur les quatre generatrices communes aux deux c6nes 

a? 2 -hy*-t-z 2 = o, a*x 2 -h § 2 y 2 -h y*z*= 0. 

On a done en tout seize points singuliers; quatre de ces points 
seulement sont reels : ce sont les quatre points coniques situes 
dans le plan zOy . 
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123. Plans tangents singuliers. — Un plan perpendiculaire a 
nn plan principal, et dont la trace sur ce plan est ime tangente 
commune aux deux coniques en lesquelles se decompose la sec- 
tion principale correspondante, est an plan tangent singulier : il 
touche la surface en une infinite de points sitn^s sur un cercle. 
Considerons, en particular, la trace de la surface sur le plan 
des xz 

_ Z 1 

et cherchons d’abordles tangentes communes a ces deux coniques. 
Siune droite 

ux 4- wz + t =s 0 


est tangente a chacune de ces coniques, on a 

P 2 M 2 -h (j 2 W 2 = I, f M ! +0C 2 ff ,2 =I. 

En resolvant ces deux Equations, on obtient 

Y* B 2 

B 2 w 2 =-L — 4, Be v=±k'. 

r <y 2 — a 2 r 


L’une de ces tangentes a done pour Equation 


kx -+■ k!z — S = o. 

Coupons la surface parle plan perpendiculaire a zOx et ayant 
pour trace cette tangente commune. En remplagant dans l’equa- 
tion du plan x et z par leurs valeurs en fonction des parametres 
elliptiques, nous avons, entre les parametres d’un point de la sec- 
tion, la relation 

k'cc dsi—^ = 0 , 


et, comme on a k f ^ = l, cette relation peut s’6crire 
ksdi -+- lds\ — 1 = 0. 


Pour verifier que la ligne ddfinie par cette relation est une 
conique compt^e deux fois, nous allons la couper par une surface 


p = const. 
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et montrer que les points dintersection sont deux a deux con- 
fondus. Les valeurs de 5 et de d correspondant aux points d’inter- 
section sont donn^es par les deux Equations 

ksd x -±- Idsi = 1. 
k- s 2 - 4 - d 2 = i . 

Or, liquation du second degre qui donne les valeurs de s a ses 
deux racines dgales ; tandis que si I’on avait coupe la surface par un 
plan quelconque parall&le a 0 y, le meme calcul aurait conduit a 
deux valeurs distinctes de s . Done le plan 

kx -f- k'z = p 

coupe la surface suivant une conique compt^e deuxfois et, comme 
iln’y a pas de ligne double sur la surface, il est tangent tout le 
long de cetle conique. 

On peat verifier le r^sultat precedent au moyen d’un calcul 
plus symetrique, en formant une combinaison homogene des deux 
equations pr^cedentes en s et d : savoir 

(£*$2+ d*)(l 2 s\ -+- d\) — ( ksd x 4- dls x ) 2 = 0. 

Cette Equation donne les valeurs de -• Or, en transformant le 
premier membre d’apr&s Pidentite 

(A 2 4 - B 2 ) (A ' 2 -4- B' 2 ) — ( AB' 4 - BA 7 ) 2 = (AA'- BB') 2 , 

on voit qu’il se r^duit a 

(kiss 1 — dd\ ) 2 , 

et l’on retrouve que les points d’intersection sont deux a deux 
confondus. Mais on peut, en outre, d4duire de ce calcul une 
forme de Pequation de la surface mettant en Evidence les plans 
tangents singuliers perpendiculaires au plan zOx . Nous avons 
remarqud qu’on a Pidentite 

1 — ( ksdi 4- dls t ) 2 = (kl$Si — dd x )*, 

en supposant s et d d’une part, s { et d { d’ autre part, lies par les 
relations 

k*s*-h d 2 — 1 , = 1 . 
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Cette identity peut s’dcrire 

( ksd\ -+• dlsy — i)( -4— dlsi ■+■ 1 ) ^ ( kiss i — dd \ ) 2 . 

et, en y changeant s { en — on en deduit 

— (ksdi — dlsi — i)(ksdi — dlsi-h i) s= (Afa.Si-4- dd^)*. 

Multiplions membre a membre ces deux identity et designons 
les parentheses situees dans les premiers membres par q { , q 2 , 
q Zl q h , nous obtenons la nouvelle identity 

q% q>2 @ ( A- 2 i*s*s\—d* d\y , 

qui peut encore s’ecrire 

9i 9 3 9 '* ^ ( A' 2 s- 4- Z 2 sf — i) 2 , 

et qui donne la forme cherchee de liquation de la surface; il 
suffit d’y remplacer s, d , s { , d { en fonction des coordonndes x, 
y , 5 du point correspondant de la surface; 

qi = ksdi-h ls 1 d — i 

devient 

Q t - £(** + ** -P); 

q 2: ^ 3 ? q 4 se transforment d’une faQon analogue. D’autre part 

Z 2 S 2 -+- A 2 S® — I 

devient (n° 119), en ddsignant par \ et \k des constantes, 

<p(ar, JK, £) ==X 2 (a 2 tf 2 -4- p 2 y 2 4- — a 2 p 2 ) -4- [J. 2 ( a? 2 4- JK 2 -h -3 2 — a 2 ) — I, 

et l’on obtient pour la surface liquation 

QlQaQsQ^? 2 - 

Cette Equation montre d’abord que la section de la surface des 
ondes par le plan Q 4 = o est la conxque section de la surface o 
par le m^me plan, comptee deux fois. Cette conique est un cercle, 
car en cherchant les plans r^els qui donnent des sections cir- 
culates dans la surface cp, on trouve que ces plans sont parall&les 
aux deux plans 

(a 2 — P 2 )a? 2 -h (y 2 — £ 2 )* 2 = o, 
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( kx -f- k'z)(kx — k r z) = o. 

Nous avons trouv 6 quatre plans tangents singuliers correspond 
dant au plan zOx ; on en trouverait de m 6 me quatre autres corres- 
pondant aux deux autres plans de coordonndes, et quatre autres 
qu’on peut d^finir comme les plans tangents communs aux deux 
cones 

z- = o, a 2 x 2 -h y- z 2 = o. 

On a ainsi seize plans tangents singuliers dont chacun touche la 
surface tout le long d’une conique. 

124. Forme de la surface. Distribution des valeurs des para- 
mbtres. — La fig. 8 (*) indique les sections de la surface par les 
trois plans de coordonnees. La surface se compose de deux 
nappes rSunies par quatre points coniques et dont Pune est tout 
enti&re situ^e a Pinterieur de Pautre. 

Elle est representee, en perspective,, dans la fig. 9 : on a 


Fig. 9- 



m£nag<5 une ouverture qui permet de voir la nappe mt&ieure. 


(*) Ces figures sout eropruntdes au Traite de Geometrie de MM. Rouchd et 
de Comberousse; GauthiessVillars. 
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On a represent^ (Jig ■ io) le corps solide ou noyau qui serait le- 


Fig. io. 



couvert par la nappe int^rieare seuie, et {Jig. u) la section de 
la surface par un plan passant par les quatre points coniques. 


Fig. it. 



Cherchons entre quelles limites varient ^ et D’apres 
relation 


a ? 2_ H ^2_ h(S 2_ a 2= (£*— a*)**. 


si nous coupons la surface par une sphere concentrique, tout le 
long de rintersection s reste constant, y, z sont a des facteurs 
constants pr£s £gaux a d i9 ^intersection est une biquadra- 

tique. Le carr£ du rayon de la sphere peut $lre repr£sent£ par 

p*= a 2-h(fi2_- a 2) s 2. 

Pour ,que la sphere rencontre la surface, il faut que p 2 soit 
positif et compris entre a 2 et y 2 • $ 2 doit done Site positif et eom- 

pris entre o et 
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Quand s- varie de 0 a 1 , la biquadratique formee de deux ovales 
s 4 par 4 es par le plan yO z decrit la nappe interieure de la surface. 

Quand s 2 varie de 1 a ^ la biquadratique formee de deux ovales 

separees par le plan x Or decrit la nappe exterieure. 

De meme, d’aprds la relation 

on voit que sj varie entre o et A une valeur donn^e de s t 

correspondent des points situes sur une biquadratique; quand s 2 
varie de o & 1 la biquadratique formee de deux ovales s 6 pardes 

par xO y decrit la nappe interieure; quand s 2 varie de 1 — la 

biquadratique formee de deux ovales separees par yOz decrit. la 
nappe exterieure. 

On deduit aisement de ce qui precede le mojen de determiner 
la nature des arguments qui correspondent a un point pris sur 
l’une des nappes de la surface et la position du chemin decrit par 
le point M d’ arguments u et v, quand on fait varier un seul de ces 
arguments. 

Prenons, par exemple, un point M 0 sur la nappe interieure et 
dans le triedre des coordonnees positives ; l’un des systemes d’ar- 
guments correspondants sera forme de deux valeurs reelles u 0 , v 0 
telles que l’on ait 

o<z< 0 <K, o < (> 0 < L. 

Nous avons dejA remarque que le meme point est donne par les 
valeurs 

(aK — u 0 , 2L— p 0 ) 

des arguments, et il est evident qu’on peul partir de M 0 avec le 
systeme v 0 et revenir au meme point avec le systeme 
(2K « 0 , 2L — f>o) en faisant varier successivement un seul des 

arguments. 

Voyons, en detail, comment se deplace le point M d’argu- 
ment u, t>, quand, wrestant egal k u 0 , v varie de e 0 ft aL — e 0 
puis, quand, v restant egal k 2L — p 0 , « varie de « 0 k 2K. — 
Pour u = « 0 , on a une biquadratique formee de deux ovales que 
separe le plan des ys. Comme nous ne considerons que des va- 
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leurs positives de v } le point M restera sur l’ovale de droite; 
soit Cc cette ovale. De m^me, pour p = p 0 , on a une biquadratique 
formde de deux ovales sdpar^es par le plan des xy . Le point M 
restera sur l’ovale situ^e au-dessus de ce plan; soit C u cette ovale. 
Cela posd, quand p varie de p 0 a L, puis de L a 2L — le 
point M se deplace sur C„ depuis M 0 jusqu’au point le plus bant 
de Povale, traverse le plan des zx et vient en M' 0 , symetriqne 
de M 0 par rapport k ce plan. Quand ensuite u varie de u 0 aK 3 
puis de K. a 2 K — & 0 > le point M se ddplace sur C u depuis M' 0 jus- 
qu’au point de la courbe C u situee dans le plan zOx et dont Vx 
est positive, traverse le plan zOx et revient en M 0 {fig- 12). 


Fig. 12. 



Remarquons encore que les points de ofi la tangente est pa- 
rallfele a 0 y sont sur le cercle 

— ( 3 2 = o, 

ou plus exactement sur Pun des deux arcs de ee cercle qui appar- 
tiennent k la trace de la nappe int&ieure; les points de Q, ou la 
tangente est paralUle a 0 y sont sur Pellipse 

a 2 # 2 -i- z* — a 2 -y 2 = o, 

ou mieuxsurPun des deux arcs de cette ellipse, qni appartiennent 
a la trace de la nappe int^rieure. 

Pour un point de la nappe ext6rieure Pun des systfemes de va- 
leurs de w, est de la forme 

ii = K+ zV, p = L -i- ib', 
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a r et b r 6tant r6els ; F autre systeine est alors forme des valeurs con- 
juguees 

2K — u — K — ia\ 2 L — p = L — ib'. 

On verra, comme dans le cas precedent, comment on pent 
passer d’une manure continue du premier systeme au second. 

Remarque. — Le fait qu’a un point donne correspondent 
deux systemes distincts de valeurs de u et donne lieu a une 
complication analogue, d’une cerlaine fagon, a celle qu’on ren- 
contre dans l’etude des fonctions algebriques. La discussion pre- 
cddente montre comment on ponrrait faire disparaitre, en partie, 
cette complication, en considerant la surface des ondes comme 
form^e de deux feuillets r^unis suivant des lignes joignant deux 
des points coniques. 


HI. — Pendule simple. £lastique plane. Corde a SAUTER. 
Mouvement a la Poinsot. 


12S. Pendule simple. — Quoique la th^orie du pendule simple 
se d6duise comme cas particulier de celle du pendule sphirique 
que nous avons trait^e k Paide des fonctions p et nous la 
reprenons ici a tilre duplication des fonctions sn, cn, dn. 


Fig. i 3 . 



Prenons un axe 0 z vertical et dirig£ vers le haut, l’origine 
£tant au point de suspension du pendule, et supposons le mobile 
lance du point le plus has M 0 (£=—/) avec une vitesse initiale p 0 ; 
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Je thdoreme des forces vives donne 

p 2 = 2 g(a — z) avec a = — l -t — - • 

i° Supposons d’abord que la droite Tl(z = a) coupe le cercle 
eu A, A', c’est-a-dire que Pon ait a< ou p 0 < a^/Zg-. L* e m0ll “ 
yement consistera alors en oscillations isochrones entre A et A'. 
Prenons pour variable Pangle M 0 OM = 9. Nous avons 

z— — l cos8j a — — l cosa, 

en appelant a Pangle d’^cart maximum M 0 OA. L’expression de la 
vitesse est 

_ ds _ l 
V ~ dt ~ dt 


et liquation des forces vives devient 


/ d§ \ 2 

l~ = 2 £-Z(cosO — cosa), 

qu’on peut 4crire 


d’ou 



Nous prendrons le signe + en supposant quele mobile monte. 
En comptant le temps a partir du moment ou le mobile pari 
de M 0 et en posant 

. 6 . a 

sin- = wsm-> 

2 2 


on a 


C- du 

( k 2 = sin 8 -^ 

; 0 s/{i-u*){i-k'-u*) 

\ V 


On est ainsi ramen6 a une integrate elliptique et liquation ci- 
dessus rdsolue par rapport a u peut stecrire 


u = sn 
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sin- = sm - sn t 
2 2 \ 




coS“=w i— £ 2 sn 2 Z 


£ = dn 
l 


\A i> 


on obtient ainsi les coordonn^es /sin 9 et /cos 9 du mobile en 
fonction uniforme da temps. 

Pour avoir le temps T que met le mobile a alter de M 0 en A, il 
faut fairevarier 9 de o a a, c’est-a-dire u de o a i; done, en posant 


_ f x da 

/(i — m s )(i — £ 2 w 2 ) 


J 0 /(i — “ 2 )(i— /; 2 w 2 ) 

on aura pour T la valeur K^/ ^ et la dur£e de Foscillation simple 

sera Si l’on ajoute cette quantite a £, le mobile doit 

prendre la position M' symdtrique de M et sin 9 doit changer de 
signe, ce qui fournit une verification de la formule 

sn(a? -+- 2K) = — sna\ 

2 ° II nous faut maintenant considerer le cas oh la droite II ne 
rencontre pas le cercle, c’est«4-dire ou Ton a a > /. Liquation 
des forces vives v*=‘±g(a — z) peut s’dcrire 

/ 2 ~ / cosO) = 2 g(a n- l — 2 / sin 2 ^ 

ou 

en posant k 2 = ' a + i> k 2 est plus petit que i puisque a est plus 
grand que l. En resolvant par rapport a dt, posant 

1 = 1 v^£(«T7), 

2 l 

0 

et prentot u = sin - comme nouvelle variable, il vient 


F= f u du 

Jo /(i— a 3 )(i — k*u?) 
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d’ou, en resolvant par rapport & u : c’est-a-dire en faisant Pin- 
version 

0 

w = sn(X£)> sin - = sn(\t). 

On en ddduit 


e 


cos - 
2 


= sj i — sn-( Xz) = cn(Xtf). 


Le temps T que met le mobile a arriver au point le plus haut 
s’obtient en faisant varier 8 de o a ft, c’est-&-dire wdeoa i ; il est 

done 

3° II reste enfin a traiter le cas intermediate ou la droite II 
serait tangente & la circonference donnee : a = L On peut alors 
effectuer les integrations a l’aide de fonctions exponentielles (cas 
de degdndrescence), car le module k des fonctions elliptiques 
prdeedentes devient egal a i. Revenons, en effet, a Pdquation 
des forces vives v- = 2 g(a — z) ) nous Pecrirons 

l 2 = 2<f(Z-h J cosQ) = igl cos*|, 

etj en integrant, _ 

\fl t = logtangQ + j). 

La constante d’intdgration est nulle puisque t doit s annuler 
avec 6. Lorsque t croit indefiniment, 8 tend en croissant vers la 
limite ic; le mobile s’approche indefiniment du. point le plus haut 
sans jamais l’atteindre. On a alors 

9 6 a 

sin 2 = C ° S 5 " e“ Xt ’ 


X dtant 4gal ky j- 

Remarque sur l' interpretation de la ptriode imaginaire 
2 tK'. — Pla^ons-nous, pour simplifier, dans le premier cas (i°), 
oh le pendule oscille entre les points Aet A'. Supposons que la 
pesanteur change de sens et que le pendule oscille sur l’arc supe- 
rieur A* A', entre les.m^mes points A et A'. Pour avoir les for- 
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mules relatives a ce nouveau mouvement, il suffit de changer, 
dans les formules du premier cas (i°), a en tc — a et, par suite, de 

remplacer le module k = sin 2- par son complementaire k r = cos ^ • 

Les fonctions elliptiques qui donnent le nouveau mouvement 
sont done construites avec le module complementaire de k et, en 

particular, la duree de la nouvelle oscillation simple est 2 
/ Comptes renduSj t. LXXXVII, p. 1074). 

126 . Elastique plane sans pression. — Nous avons deja vu 
(n° 68) qne le probleme de F Elastique gauche conduit aux memes 
equations que l’^tude du mouvement d’un corps pesant de revo- 
lution, suspendu par un point de son axe. 

En particulier, le probl&me de l’elastique plane sans pression 
conduit aux memes equations que l’etude du mouvement d’un 
pendule simple. C’est ce que nous allons montrer rapidement. 

Imaginons une tige elastique dont la fibre moyenne affecte a 
l’^tat naturel, la forme d’une courbe plane connue C 0 et soit p 0 

Fig. 14. 



la valeur du rayon de courbure en un point M .de cette courbe. 
Supposons ensuite qu’on d^forme la tige en faisant agir sur elle 
des forces quelconques, mais de telle fagon que la fibre moyenne 
reste plane et prenme une nouvelle forme C. Le rayon de courbure 
en M devient alors p. Dans cette position d’^quilibre contraint, 
les forces elastiques sont d^termin^es d’apr^s les lois suivantes : 

Si I’on coupait la tige en M, pour maintenir l’^quilibre ii 
faudrait appliquer 4 la section en M une force T dans le plan de 
la courbe C et un couple dont Faxe est perpendicnlaire a ce plan 
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et dont le moment N est proportionnel a la variation de la cour- 

bure : 

P Po 


N = B 



B ddsignant un coefficient constant qui depend de la nature de 
la tige. 

Nous traiterons ici le cas simple ou la tige est primitivement 

rectiligne, = o, et ou Ton fait agir seulement sur ses extr6- 
po 

mitds et M 2 deux forces T< et T 2 situ^es dans le plan de la 
courbe d’equilibre et deux couples N* etN 2 ayantleurs axes nor- 
maux a ce plan. Les deux forces T, et To sont egales et opposees, 
car les seules forces exterieures appliquees a la tige en equilibre 
etant les forces T< et T 2 et les couples N 4 et N 2 , la somrne des 
projections de ces forces sur un axe quelconque doit &tre nulle. 
Les forces T 4 et T 2 forment alors un couple qui fait equilibre 
aux couples et No. 

Prenons pour axe Ox une droite parallele a T\ et T 2 . Soit M 
un point quelconque de la fibre moyeone : si la tige dtait coupde 
en Mia partie M<M serait en equilibre sous Taction des forces 
exterieures suivantes : i° la force T { et le couple N t agissant sur 
T extremity Mi; 2 ° une force T et un couple N agissant surM; le 
couple N a pour moment 



. i 

puisque nous supposons — = o. 

Ces forces exterieures appliquees a l’arc M t M se font equilibre. 
Done, T est egal et oppose a T ( . En outre, la somme des mo- 
ments de toutes les forces exterieures, par rapport a un point du 
plan doit £tre nulle. En prenant la somme des moments par 
rapport a O, nous avons 

Tiji- T>-N x H-N = o, 


d’oii, en remplagantT par T x et N par - > une equation dela forme 
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c 2 ddsignant une constante positive et l? une autre constante. On 
peut toujours deplacer Taxe des x parallelement k l’ui-m&me de 
fagon a faire disparaitre cette derni^re constante et a ramener 
ainsi Pequation de la courbe a la forme 

I _ y m 

p e 2 


Nous allons montrer que, lorsqu’un point decrit la courbe elas- 
tique avec une vitesse constante, la normale en ce point oscille 
comme un pendule autour de la perpendiculaire abaissee de ce 
point sur la ligne d’action des forces T, c’est-a-dire sur Ox (* ). 

Soit, en effet, 0 Tangle de la normale en M avec cette perpendi- 
culaire ; si le point mobile se deplace de ds la normale tourne de 
Tangle dQ et Ton a 

^6 _ i __ y 
ds ~~ p c 2 * 

d’ou, par differentiation, 


(0 


dy = _ £ 


— _ 
ds 2 c 2 ds 


c 2 


sin0. 


Si Ton pose 
pendulaire 



tj on retrouve liquation du mouvement 


d*B __ 


j sinB. 


Pour integrer liquation (i), multiplions les deux membres 

dQ . ... . 

par ^ et mtegrons : il vient 



(cos0 -t- p), 


[jl ddsignant une constante arbitraire. On a alors 

c 2 dQ f 

= — c\J 2(cos0 -+- p-). 

Trois cas sont & distinguer, correspondant aux trois cas ren- 
contres dans le pendule simple, suivant que p. est compris entre 
— i et -+- 1 , superieur k i, on egal a i . 


C 1 ) Comparer h Grbbnhill, Fonctions elliptiques. 
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Premier cas. ■ Dans le premier cas on pent poser 

{x = — cosa. 

L angle 9 varie de oc a + a ; la courbure et Fordonnde y 
s’annulent pour 6 = a. 

On a ainsi la forme de la courbe {fig. i4, I). Les points cor- 
respondant a 8=±a sont les points B et B'. Cette forme de 
courbe correspond au mouvement oscillatoire du pendule. 

On a trouve dans ce cas, pour le pendule, 


sin - = k snt 
2 


*4 


avec k — sin-- On a done actuellement par le mSme calcul, en 
faisant ~ — t 


- 0 J S 0 s 

sm - = k sn - ? cos - = dn -> 
2 c 2 c 


i 2 / . a 0 2 k s 

- = -4/ sm 2 sm 2 - = — cn- > 

? c\ 2 2 C C 

c- , s 
v ~ — — 2 kc cn - • 

P c 

Calculous enfin x en fonction de s, on a 

dx . . a 0 7a „ s 

— = cos 0 = i — 2 sm 2 - = i — 2 A 2 sn 2 - * 
as 2 c 

D’ou, en integrant de o a s et se rappelant la formule du n° 100 

•'(-:) 


r e"(on 

* = *L—wJ + 




Deuxieme cas. — Si l’on a p > i, 8 peut varier de o & air :y 
et ne s’annulent jamais; la courbe a la forme II de la fig. i4- 
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Ce cas correspond au mouvement r&volutif du pendule. On 
ach&verait le calcul comrae dans le cas precedent, en employant 
les m£mes transformations qne pour le mouvement r£volutif du 
pendule simple. 


Troisieme cas . — Si p. = i, on se trouve dans un cas de dege- 
nerescence. On a alors 


■ cos- 2 -? 
2 


, d*- 
ds 2 


cos - 
2 


\ds ) ~~ c 2 ( 

i=Logtang(?+|), 


/0 7C\ - 

tang l4 + 4 y = eCj 


y — 2C cos 


0 4c 


e<-~he c 


dx = cos 0 ds = (2 cos 2 ^ — 1^ ds = 


0 ^0 , 

%c cos ds, 

2 2 


.0 e° — e c 

27 = 2 C Sill S — 1C — — s. 

2 £ _£ 

e c -+- e c 


La courbe est alors asymptote a Paxe Ox , comme on le voit en 
faisant tendre 9 vers ± tc, et 5 vers ± 00 . 


127. Corde a sauter. — Imaginons une corde homogene dont 
on tient les deux extr6mit£s et qu’on fait tourner tr6s vite autour 
de la droite joignant ces deux extr£mit£s. On peut alors n6gliger 
Paction de la pesanteur sur les divers elements de la corde et 
chercher la figure permanente que prend la corde dans son mou- 
vement. Par rapport a un systfeme d’axes tournant avec la corde, 
cette figure permanente est une position d’equilibre relatif. 
D’apr&s la th6orie de l’^quilibre relatif, on doit exprimer qu’il y 
a 6quilibre entre les forces agissant r^ellement sur chaque de- 
ment de la corde et les forces centrifuges. 

La force centrifuge agissant sur un dl^ment de masse m est 
perpendiculaire a Paxe de rotation et repulsive; elle a pour inten- 
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site 7?2co 2 7', to d4signant la vitesse angulaire constaDte de la rota- 
tion et r la distance de F element m a l’axe. 

En prenant l’axe de rotation pour axe 0#, on est done ramene 
a un probl&me sur l’equilibre des fils que Ton peut £noncer ainsi : 

JJn fil est attach^ en deux points de Vaxe Ox et chaque 
element du fil est repousse par Vaxe proportionnellement a sa 
longueur et a sa distance a Vaxe . 

Toutes les forces qui agissent surle fil rencontrantl’axe Ox 7 le 
moment de la tension par rapport a cet axe est constant tout le 
long dufil; mais, commele fil est attache en deux points de Faxe, 
le moment de la tension aux extrdmit^s est nul; ce moment est 
done constamment nul et Fon a 


d’ou 




dy dz 

t== ° 3 y^mz. 


m £tantune constante. La figure d’^quilibre est done dans un plan 
passant par Faxe Ox . Prenons ce plan pour plan des xy , la force 
agissant sur F element ds est perpendiculaire & Ox, repulsive et 
proportionnelle k Pordonn^e y 

Y ds = \i.y ds. 


Les equations d’dquilibre sont done 

<*( T S) = °’ d(ri£) + wds = o-, 


la premiere donne T^- = A, ou Ton peut toujours supposer A 

positif en comp tan t les arcs s dans un sens tel que x croisse 
avec en portant cette valeur de T dans la deuxidme equation et 
posant 



£ - 1 
A ~ aV 


ds = dxsj i 4 -jk' 2 = 


/ 


on a Fequation 


/d/ , *ydy 
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et en integrant 




b* 

a 2 ’ 


b 2 d£signant une constante necessairement positive puisque le 
premier membre est positif. Isolant le radical, ^levant au carr6 et 


remettant pour y f sa valeur ~ > on a 


dec = dr 


a? dy 

\J(b % — JK 2 ) 2 — 


Comme le fil est attache a l’axe 0.r, liquation doit donner une 
valeur reelle pour y f quand y = o, done & 2 >a 2 . En d^signant 
par <f(y), le polynome bicarr£ place sous le radical, on a 

?(j) = (& 2 +« 2 - .r 2 )(^ 2 — « 2 — r 2 ); 

y partant de z^ro ne peut varier qu’entre — y/ 6 2 — a 2 et +y/6 2 — a 9 . 
Construisons la courbe. Supposons que le fil soit attache en 0 
( fig . 1 5) et qu’il soit situ6 dans F angle y Ox : alors x crott 


Fig. i5. 



(C) 



a 2 dy 

Hiy) 


y croissant, x croit, jusqu’a ce que y = \jb - — a 2 ; x atteinl alors 
la valeur 



a 2 dy m 


on a ainsi la branche 0A< ; la tangente en est horizontale. A 
partir de cette valeur, y d^croit et, pour que x continue a croitre, 
il faut prendre le signe — devant \/<?(y) : on a ainsi une nouvelle 
branche A ( MjO* sym6trique de la premiere OMA* par rapport a 
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Pordonnde A* B*, car a des variations ^gales de y correspondent 
des variations egales de x . Pour y=o on obtient le point Oj 
d’abscisse 2 I;; puis, y devenant n^gatif pent decroitre jusqu’a la 
valeur — \Jb* — a 2 , Pabscisse croit toujours jusqu’a la valeur 3£, 
ce qui donne le point A 2 , ou la tangente est horizontale. Ensuitey 
augmente de nouveau de — \/b 2 —a' 2 a + s/b' 1 — a 2 ; il faut prendre, 
partir de A 2 , le signe + devant le radical, et l’on obtient 
Parc A 2 0 2 A 3 coupant l’axe au point 0 2 d’abscisse 4?> etc. Les 
branches de courbe ainsi obtenues successivement sont toutes 
egales a la premiere. La courbe est done analogue a une st- 
nusoide . 

Intdgrons les Equations par les fonctions elliptiques. Faisons 
dans Pequation (C) de la courbe 


(i) y = ts/b 1 — a 2 , 


k* = 


b*—a* 
b 2 a 1 5 


!-** = *'* = 




elle prend la forme suivante : 


d’ou 



dt 


xsj : 




xsji 

ak' 


Ainsi la courbe donne la representation grapbique de la varia- 
tion de la fonction sn. 

La differ enti elle ds de l’arc de courbe est 


ds = 



{b i -y-)dy % 

/?(/) 


en faisant dans cette formule la substitution (i) ci-dessus, on 
trouve pour l’abscisse \ du point A t et la longueur X de Parc OA, 
les deux expressions 


<») 


a K f 1 dt 

a r 1 (ih-& 5 — 2 k * fl)dt 

kwij 0 ^(i -«*)(!- a* 


ak T 


car le point A.\ s’obtient en faisant t — i . 
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Quand \ et £ sont donnes (\ etant sup^rieur a car Parc OA* 
est sup^rieur a sa projection OB*), les constantes a et k 2 ont un 
seul systeme de valeurs, sous la condition & 2 <i. En effet, en 
calculant \ — !; et \ + on trouve 


(3) 







Pour k~= o, le rapport du second rnembre est nul; k 2 augmen- 
tant, le numerateur augmente evidemment et le denominateur 
diminue, done le rapport augmente et pour k 2 =i le rapport 
est r . Ce rapport passe done une fois et une seule fois par la va- 


leur donnee 




La constante k' 1 a done une valeur et une 


seule; P expression (2) de £ donne alors pour a une seule va- 


leur 


KA' " 


Determination des constantes . — Le fil ayant une longueur 
donnee l et etant attache au point 0 et au point O' de l’axe Ox 
d’abseisse a, il y a une infinite de cas possibles. 

i° Le fil n’a qu’une seule onde entre 0 et O' {fig- 16). Alors £ 


Fig. 16. 



est la moitie de a, \ la moiti6 de L Les quantites £ et \ £tant 
connues, la constante k 2 a une seule valeur donnee par P£qua- 

tion (3); puis a= ^ j , • 

2 0 Le fil a deux ondes entre 0 et O'. Alors £ == 7 , ~k = k % a 


a 

v 


la m&rte valeur que dans le cas prdeddent, car x — \ est le meme 

A -h ^ 


l — CL . ai/2 

ensuite a = > 
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En general, si le fil a n ondes entre O et O f , £ = — 3 A = ~ 

07 2 71 zr, 

A’ 2 a toujours la m£me valeur, mais a = ^ ^k\ 7/ * 

II y a done une infinite de positions d’equilibre qui sont tout< 
homothetiques de la premiere par rapport a O, les rappor 

d’homothetie etant - ? I , • * • > - * 

2 3 n 

S 

128. Mouvements a la Poinsot. — Etudions le mouveme 
d’un solide aatour d’un point fixe O, dans le cas ou les forces o 
nne resultante unique passant par le point O. 

En prenant pour axes lies au corps les trois axes principal 
d’inertie relatifs au point O, 0 xyz, on a, pour determiner 1 
composantes /?, q , r de la rotation instantanee suivant ces axe 
les trois equations suivantes, dans lesquelles A, B, C sont 1 
moments d’inertie principaux (A^>B^>C), D et jjl des co 
stantes arbitrages ( l ), 

f AjD 2 -4- Bq~ -h Gr 2 = Dpi 2 , 

^ J A2/)2-f- B2^2-4- C 2 r 2 = D 2 {JL 2 , 

j -4- (A -0)^=0. 


Nous tirerons p et r des deux premieres equations et, en 
portant dans la troisieme, nous aurons une Equation differentie 
du premier ordre en q. L’elimination de r entre les deux pi 
mieres Equations donne 

A/> 2 (A — C)-hB^ 2 (B-C) = DfD — C)p. 2 . 


D’apres les grandeurs relatives de A, B, C, on voit que la dif 
rence D — C est essentiellement positive : elle ne pourrait e 
nulle que si les valeurs initiales p 0 et q 0 de p et q etaient null 
De l’equation ci-dessus Ton tire 


en posant 


P* = 


B(B — C) 
A(A — C) 


(/*-?*). 


f 2 =\* 


D(D — G) # 
B(B — C) * 


{ 1 ) Voir Appell, Traite de Mecanique, t. II, p. 199 . 
A. ET fi. 


i3 
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on aurait par un calcul semblable 


(a) 


B(A-B) 
“ C(A-C) 




t * 2 


D(A- D) 
B(A-B)' 


le binome A — D etant essentiellement positif et ne pouvant &tre 
nul que si q 0 et r 0 sont nuls. 

Pour que p et r restent reels, il faut que q 2 reste inferieur a Ja 
plus petite des deux quantites / 2 et g 2 ; pour reconnaitre cette 
quantity formons la difference g 2 — f- : 

^ 7 1 B(B — C)( A — B) 


Le signe de g 2 — / 2 est done celui de B — D, signe connu par 
les conditions initiates. 

Pour fixer les id£es, nous supposerons 

B — D > o, 

La variable q doit alors varier entre — / et -j- / : done r ne 
s’annule jamais et conserve loujours le meme signe, signe connu 
par la valeur initiale r 0 : nous supposerons r > o. Au contraire, 

p s’annule toutes les fois que q = zhf\ quand q augmente, est 

positif, la troisi&me des equations (i) montre que p est alors 
negatif; quand q diminue, est positif. Ces considerations fixent 
a chaque instant les signes a prendre devant les radicaux qui 
donnent p et r en fonction de q. 

En portant ces valeurs de p et r dans la troisieme des equa- 
tions (i), on trouve 


dq_ _ AB — C)(A — B) 
dt ~ y AG 




ou le radical est pris positivement tant que q augmente, jusqu’au 
moment ou q atteint la valeur + /; puis, q decroissant de -+- / a 
— /, le radical doit £tre pris n^gativement, et ainsi de suite. 

On voit que t est donne en fonction de q, par une integrate que 
nous ram&nerons k la forme consideree dans le Chapitre pre- 
cedent, en posant 


S r =A 


- / 2 _(A- B)(D-C) 

S* ~ (B — G)(A — D)* 
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Nous aurons ainsi, en resolvant par rapport a dt et integrant, 


n(t— t 0 ) = f 

dn 


ds 


v/(i — — /: 2 5 2 ; 


ou n designe la constante positive 


n = \f 


D( A — D)(B — G) 
ABC 


et t Q une nouvelle constante arbitraire, reprdsentant l’epoqno 
ou q s’annule en croissant. Le module k- est moindre que i 
puisque g* 2 ]>/ 2 ; il est egal au rapport anharmonique de A, B ? 
D, C. 

Ces formules donnent q ) r en fonctions uniformes du temps. 
En effet, en posant, pour abreger, 


*z = n(t — fy), 

l’inversion de l’integrale elliptique donne 

s = sm;; 

[v =fs = 

= C) 


snT, 


(3) 


r = g \/ - ** sai,; 88 : V £( L a 111 } dn - 


ou p. est positif et ou s', e r/ sont dgaux a ± i. 

D’apr&s les propri^tes des fonctions sn, cn r dn, ces formules 
montrent que p et q s’annulent p6riodiquement, tandis que r ne 
s’annule jamais. 

Si nous supposons r 0 > o, r reste constamment posilif el il faut 
prendre e n =+i. Alors, d’apres la troisi£me Equation (i), on 

voit immediatement que ~ et p doivent 6tre de signes contraires, 

ce qui, d’apr&s la formule 

dsn-u . 

— — = cm; dm, 
dz 

montre que d= — i - 

Les valeurs de p , q ? r sont des fonctions pdriodiqnes de t et 
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admettent la p^riode 
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t _4K = 4 r l ds 

n 71 J 0 ✓(! — «*>(£ — A-**a) 

Quand le temps augmente de cette quantite, /?, q , r reprennent 
les m&mes valeurs; Faxe instantan^ de rotation reprend alors sa 
position primitive dans le corps, mais non dans l’espace, comme 
nous le verrons plus loin. 

II faut maintenant calculcr les Irois angles d‘Euler en fonction 
du temps. Pour simplifier le calcul, nous supposerons qu’on ait 


Fig. 17. 



pris pour axe des z { la direction invariable de Faxe 0<r du mo- 
ment resultant des qaantites de mouvement. Ecrivons que les 
projections du segment 0 <?= I sur les axes mobiles sont respec- 
tivement A p, B q, Cr, nous aurons 

I I sin 6 sino = A/?, 

I sin6 cos© = B q, 

/ cos0 = Cr; 

car les cosinus y, y', •f des angles de Ox, Oj, Oz avec Oz A sont 
sinSsincp, sinOcos© et cosQ. Ces equations donnent, sans inte- 
gration, 9 et cp en fonction de p , q , r et, par suite, en fonction 
de t . 

Calcul de V angle de precession tj>. — On a, d’apres les equa- 
tions du mouveoaent > 

dty _ B a* 

dt ^ 

Remplagons, 4ans celte expression, p et q par l^urs valeurs (3) 
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et cn 2 t par i — sn 2 ?; nous avons 

dh = (B — G) — (B — A) sn 2 T 

dz n A(B — C) — G(B — A) sn*z’ 

ce qu’on peut encore ecrire, en e flee In ant la division, 

db _ jxD jjlD (C — A)(B — C) 
dt ~ raC + n C A(B — C) — C(B — A) sn 2 i" 


Pour mettre en Evidence les p6les de la fonction doublement 
periodique du second membre, determinons un argument con- 
stant ic verifiant la relation 


( 5 ) 


sn 2 ic = 


A(B-C) 

G(B-A) ; 


comme A>B, la valeur de sn/c est purement imaginaire : on 
peut done prendre, pour Targument ic , une valeur purement ima- 
ginaire, et, par suite, pour c, une valeur reelle. Nous pourrons 
alors ecrire 


db _ fiD , ;jlT) (C- AVB-C) i 
dz ~~ nC nC G(B — A) sn 2 *c — sn 2 '?’ 


D’apres les relations elementaires qui lientles fonctions sn, cn, 
dn d’un m&me argument, on tire de (5) 


cn 2 ic = 


B(A — G) 
C(A — B) ? 


dn 2 ic = 


D(A — G) 
C(A — D j * 


Extrayant lesracines carrees et tenant compte de la valeur de /*, 
on trouve 


£ sn ic cn ic dn ic 


pD (C — A)(B-C) 
n G G(B — A) 


II faudrait mettre un double signe devant le deuxieme membre, 
mais, comme on peut changer le signe de ic sans que les relations 
anierieures soient changees, on peut toujours prendre le signe -b 

devantle second membre. Liquation qui donne ^ s’dcrit alors 


< 6 ) 


dty __ fji D i sn ic cn ic dn ic 
dz ”” nC sn 2 zc — sn 2 ? 


Cette expression est maintenant aisde a int^grer : il suffit pour 
cela de decomposer le second membre en elements simples. Or, 
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nous avons etabli, dans le n° 100, la formule 

2 SIKZ cn dll (3 — , i fy / v 

= Z(u — a) — Z(u 4- a) 

sn 2 w — sn 2 # 


e'(a) 

0(a) 


On a done, en faisant a = zc, it = et designant par A la 

constante reelle — i , 
n G B(ic) 


cW __ > t H'(zc — *0 i H f ( zc h- -p 
dr ~ + 2 H(ic-:) + 2 


Integrant et supposant les axes clioisis de telle facon que 6 
s’annule avec t, on a enfin 


( 7 ) 


H (ic- 




) 

) 


Les trois angles 9, ©, sont ainsi exprimes en fonclion du 
temps, et Ton peut determiner la position du corps a un instant 
quelconque. Les sinus et cosinus de ces trois angles s’expriment 
par des fonctions du temps qui sont ou uniformes ou racines 
carrees de fonctions uniformes. Mais il est tres remarquable, 
comme l’a montre Jacobi, que les neuf cosinus a, fi, y, a', y', 

a*, sont des fonctions uniformes du temps. Ce resultat peut 
s’etablir comme il suit. Les formules (4) donnent deja y, y', y" 
en fonction uniforme de t . On en conclut 


sin 8 


= 


■BY 




ou, en remplagant p 2 et q 2 par leurs valeurs, 

a _ . /C(A — B)(D — C> , /“ A ( B — C) 

V D(A-C)(B-C)i/ Stl ^ C(B — A)" 

D’apr&s ^expression da module k- et les formules d^finissanl 
sn-fo, cn 2 *^ dn 2 fo, on peut ecrire 


siad = /sn s t — sn g tg. 


Mais on a obtain la formule (n* 100) 




0-(o) H(q — 



ETUDE DES V.VLEURS REELLES DE SIWJ, cn U, dll U. I<)<) 

en y remplagant a par t et u par ic , et remarquant que, par defi- 
. i ■ 0(o) 0 i(ic) it Hi(o) 

tl0n ' d ” ,c = 5^7 T&J et v*= STfST’ on lroove 

D’autre part, Texpression ( 7 ) donne 


done 


ei ^ ieav \/mbr^’ 


sin 0 = 


e-^ sinO = 


H (v — ic) - 
0i (ic) &{z) 1 

ggifg) H(T + tc) , /T 

ei(i‘c) e(T) 


A l’aide de ces expressions on forme facilement les valeurs des 
cosinus a, a', a ;/ , [3, j3', {3", en fonctions du temps. II suffit de 
partir des formules donnant ces cosinus en fonction des angles 
d’Euler et d’y remplacer ensuite les angles d’Euler par Ienrs va- 
leurs en fonction de t. 

Nous trouverons plus loin ces memes cosinus par une autre 
voie. 


Cas de degenerescence . — La valeur du module est donn£e par 

(A— B)(D-G) 

1 ~~ (B — G)(A — D) # 


Ce module est nul quand A = B, c’est-&-dire quand i’ellipsoi’de 
d’inertie est de revolution. Les fonctions elliptiques deviennent 
alors des fonctions circulates. 

Le module est egal a V unite quand D = B : dans ce cas les 
angles 9 , <p, et les neuf cosinus s’expriment comme il suit : la 

fonction s=snx devient — e ~— ou — i tanget, et les fonctions env 
et dn? se reduisent Wi-s 2 oua — U— En introduisant on ar- 

y COS£T 

gument purement imaginaire ic d£fini par la relation (5), e’est- 


a-dire 


tang 2 c = 


A(B — G) 
G(A — B)’ 


1 B(A — Gl- 

ens* c ~ C(A-B)’ 
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on remplacera la formule (6) par 

db __ p.B tangc r 

dz ~ TTC cos 2 c tang 2 c — tang 2 /':’ 

qui donne, en integrant et designant parlla constante^ -Range, 
T 2 sin(c — iz) 

On d^duit de la les expressions des neuf cosinus. 

129. Herpolhodie. — Dans la representation du mouvement, 
d’apr^s Poinsot, la polhodie est une courbe alg^brique ; cherchons 
les equations de Vherpolhodie ou lieu du pole m sur le plan 
fixe ( 1 ), 

En appelant x, y : z les coordonnees du pole m par rapport aux 
axes principaux d’inertie Oryz , on a, puisque Ie rapport est 
constant et dgal a \Jh ou [ji^D, 

(9) £ = ?. = ' = « =(1 /D. 

x y z 0 m rv 

Comme p, q y r soot des fonctions elliptiques de t , il en est de 
m&roe de x y y, s. Les equations d’Euler, dans lesquelles on rem- 
place p, q , r par #py/D, 7 u.^D, spy/D, donnent 

<«o) A^ H - ftv /D(C-B) 7 ^= o, B| + liV f(\-C)sr = o, .... 

Appelons P la projection du point 0 sur le plan fixe II, qui 
contient I’herpolhodie, et designons par p et 'y les coordonnees 
polaires d’nn point m de la courbe rapport^e au point P. Comme 


isranates 




'M $0^+ 

® r'- + G ** = * , 

c*- 5 * = *>, 



‘201 


ETUDE DES VALEURS REELLES DE SHU, cn U, dim. 

2 2 2 

dont la premiere exprime que 0 m =P m -}- OP , et donl les 
dernteres sont les Equations de la polhodie. Risolvant ces equa- 
tions par rapport & x-,y 2 , z 2 , on a, en posant 


el 


A = (A — B)(B — C)(G — A) 


(B — D)(C — D) 
BCD ’ 


A _ (C — D)(A — D) 
b ~ CAD ’ 


(A — D)(B — D) 
ABD ' ’ 


( 12 ) 


, BC(C — B) . 

—4 — -V— «). 


7 , = «<4=clv_ {) , 


. AB(B — A. , 

5 = —A (P 2 - C )- 


Fig. iS. 



Nous avons suppose A> B > C et D compris entre B et C ; alors A 
est n^gatif, et l’on a a^> o, b^> o, c< o. Done z 2 est essentielle- 
ment positif et ne s’annule jamais, ce qui est d’accord avec le fait 
que r ne s’annule jamais. Pour que x 2 et jk 2 soient positifs, il faut 
que p 2 — a soit positif et p 2 — b negatif : p 2 oscille done entre a 
et fc. Ainsi le rayon vecteur de rherpolhodie oscille entre un mi- 
nimum \ja et un maximum \jb . En diffdrentiant la premiere des 
Equations (i i) 7 on a 


P 


dp dx dr 

— x — — 1 - -- 


dt 


dt 




dz 
dt 7 


ou, en tenant compte des Equations (io) ? 




C-A 

B 


A — BN 


}ik\/Dzry‘Z m 

abg~ ; 
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cette equation donne enfin, en reraplaijant x, y, s par leurs va- 
lenrs ( 12 ), 

(i3) p ^ = ,^/D /- (p s - «)(p s - 6 Kp»- c), 

equation qui permeltrait de retrouver p 2 en fonction de t par une 
fonclion elliptique; cette expression de p 2 en fonction de t nous 
est dejk connue, puisque x , y 7 z sont des fonctions elliptiques 
de t. 

En appelant y Tangle polaire que fait le rayon P m de Therpol- 
hodie avec une direction fixe, on obtient ensuite liquation 


U4) 


= p-Cp 2 -*- 


, „ ,, . , t , (A — D)(B — D)(C — D) , 

ou E ddsigne la constanle ABC D c est-a-dire 

— \J — abcl ). 

Les deux relations (i3) et (i4) donnent p et % en fonction du 
temps. L : elimination de dt fournit l’equation differentielle de 
PLerpolhodie 


05) 


d l = 


(P*-t-E)<fy 

pV |, i>»' , -(P*-a)(P‘-fr)(P i -eV 


qui donne % par une quadrature, 

Ceci pos6> nous allons verifier que 

p<?tf=pcos x + *> siny, 

s’exprime en fonction uniforme du temps. On a d’abord imm6- 
diatement p 2 en rempla^ant, dans Tequation ( 12 ), 


y*= 


CA(A — C) 
A 


(p*-*)* 


y* par sa vaieor en fonction du temps 

D — G 


' J; , 'jr 1 * 

Oa troim aifcsi 


jifl> ~ B(fe -~C) 
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ou bien 


p ! = - — ^ — (sn-t — sn 3 (j), 


en posant 
Les relations 


„ (A-D)B 

sn 2 p = — . 

(A — B)D 


cn 2 v — 1 — sn 2 f>, dn 2 P = i — k % sn 2 P, k 2 = 


(A — B)f D — C) 


(B — C)(A — D) 

donnent cap et dnp. Rapprochons les trois resultats suivants 


sn 2 p = 


B(A-D) , A(B-D) , , C(B — D) 

1 cn dn ^ = dIb~c7 


D(A — B) 

Pour obtenir ^ nous partirons de 1’egalitd (i4) qui donne 
d 'L _ . 

et, en remplacant p 2 par sa valeur en fonction de t et dt par ~^dz 
= If + t x (A-D)(B- D) 


dz n n 


D(A — B) sn'-i: — sn 4 v 


Decomposons le second membre en elements simples en nous 
servant de la formule 


2 sn<> cnt> dno __ — z) t 


sn 2 t> — sn 2, c 


0(t>) H(p — z) H(p-t-Tj 


Nous d^duirons d’abord des valeurs de snp, cnt>, dnp et n la 
relation 

. 0 , , u> f( A — D)(B — D)l 2 

sn a v en 2 p dn 8 r == — D(A _ B) — J ’ 

et nous pourrons ensuite 6crire 

cty __ (Jt i sn p cti p dn 9 
dz ~~ n i sn 2 T — sn 2 p* 


.dy .u. 

21 -^ —2i— 4-2 
dz n 


e'(<0 h'(t — 9 } H'(t •+-<?>_ 

0(o) H {z — 9) * 


puis 
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On deduit de la 


[©{^) 


<j 2 /X = e 


v d^signant nne constante arbitraire. 
D’autre part, on a 

(A — B)(D — G) 


P 3 = - 


ABG 


' K(z-v) 
H (t-ho)’ 


(sn-z — sn 2 (>), 


ou, d’apres nne formule d£ja rappel^e, 

(A — B)(D — G) 0-( 0 ) H(z~v)E(z-hv) 
p ““ ABC k e>(v)9*-(z) 


On voit alors 
Ton obtient 


en posant 


que p 2 e 2 *X est le carre d’une fonction uniforme et 


T 

p = Ne 



H(t-p) 
e(x) ’ 


(A — B)(P — C) 8*(0) *»»» e»( o) . 

abg A-e*(t>) Djjt* Ae*(p)' 


la quantile y'A B(o) est egale a H'(o), comme il re suite de ce que 
ta limile de est 1 pour u = o : on a done 


N _ in H'(o) 
— [i/D e(p)’ 


de sorte qoe, en definitive, 1’herpolhodie est definie par l’equa 
tion 

ee a = J!L 

p fj./5 e(P) e(x) 

Ea se reportanl aqx valeors de sn 2 p, cn 2 p, dn 2 ? en fonction 
de$ donates, on veil qne Ton a 

% 

O’apres c®fetp — IL est pnrement imagiaaire. Cetteretnarque 
m«ms eondait £ poser 

9 1C =X 
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et a remplacer 9 par cette valeur dans Fequation de Fherpolhodie. 
Cette equation devient 


p ert = 


Jn_ ff(o) H,(T -_ a ) aw) 
HV/D ei(a) B(z) 



n 


■ gj(f) 

©i(^) ? 


t = n(£ — £ 0 )- 


a est purement imaginaire et \ est reel, v est une constanle arbi- 
traire reelle. 


130. Vitesses de rotation autour des axes fixes. — Un point m 
de rherpolho'ide et Fextremit£ o de la rotation instantanee sont 
en Jigne droite avec le point fixe 0 et Ton a vu qu’on a 

to = 0 m\fh, ou 

Si done, on appelle p { et q K les projections de la vitesse angu- 
laire sur les axes fixes 0 # i? 0 on aura 


ou bien 


P\+iq 1 = 


P 1 " 4 -* iq 1 — — in 


H'(o) Hi(t — a) 

6i(«) 0 (t) 


e i(kz+v)* 


C’est a un changement de notation pres la formule donnee par 
M. Hermite ( Sur quelques applications des fonctions ellip- 
tiqueSj p. 35). L’argument co qui figure dans la formule de 
M. Hermite et l’argument a employe ici sont li 6 s par la relation 

a = a) -f- iK r . 


131. Les neuf cosinus deduits de liquation de Flierpolliodie. 
— Comme on l 7 a d 6 j k remarque (n° 128), A p, B < 7 , C r sont les 
projections du segment Oo*= 1= Dp. sur Jes axes mobiles. On a 
done 


d’ou 






Y = P cnT, 
f=Qsnt, 


P==F 
Q = ± 


1 / 

i/i 


A(D — C) 
D(A — C)’ 

B(D — C) 

C(A-D) 

D(A-C)' 


Y= R dar, 
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Nous allons d’abord exprimer P, Q et R en fonction de I ’argu- 
ment qui figure dans I’equation de Therpolhodie. On a 


Q 2 = 

puis Fidentite 


B(A - 


■ D) x rA 


■ B)(D — Cl 


D(A — B) (B — C)(A — D) 


= A-’-snV, 


ps cn S T _f_ QS sel 2 t _U R2 dn 2 T = t, 


ou Ton fait suecessivement cn 2 T= o et dn-'c—o, fait connaitre R 
et P; on trouve ainsi 


ou bien 


ik 

77 cn 9 cut, 


-f = A'snosn':, 



« H|W HRt) 

r 0 (<;)e(T) 


H(QHfO 
T 0W0(t)’ 


Qi( p) 6i f *c) 
e(p)e(-c) ? 


et, en posant 


v — K =z a. 


de sorte que (n° 129) a est purement imaginaire * 

v == x *** — ©(a) 0 i ( t) 

e t (a)e(z)’ ‘ e^a)©^)’ Y_ ei(a)e('c)‘ 

Poor calcoler les autres cosinus nous prendrons comme in- 
connucs 

« + *P» «'+*?'. «’+*?'• 

Entre ces inconnnes. on a les Equations lineaircs 

(« + *P>T + (*'+ *P')t'+(^+ ip')Y'= O, 
y'(a' 4-i’P') — Y r ( a,_f_ J ’P') =—£(«-+- 1 P), 

(a -f- (a' + ip’) ? + («'+ jp')r = Pl +ig t ; 

des de ax premieres, on deduit 


tt'-i- tp' = (a-t- *{J) TL-JX, 
<f+,iF=u + i$)Tf±ii 

Y* — I 


^ ^ portaai ms Taleaxs dans la derniere equation, 
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Si l’on tient compte des egalites 


= Cr=*lf, 

l 

D’ 


yP '( q *+- Y r = H 1 
on peut ecrire cette equation 


—pi-hiq,. 


II resle a exprimer en fonction de a les quantites 

'(i-i)' 

on peut le faire en se servant des relations suivantes 




v/d 


v/b -4 


A __ QR _ .snp dnv 
P ~ ‘ cnp 


__ . H£p)0 t (p) _ ^ . H t (a) 6( 

^ * Hj(p) 0 (p) 2 H(a) ®i{ct ) 9 


on a ainsi 


l 


a-i)- 


Hi(a)0(a) 


H(a) 6, (a) 
i( 1 1 \ _ • H(a) 8, (as) 

\C B / H!(a)8(a)’ 




Y*-i 

H i(a)e(a) Hi(T) 0(x>-h E(<z) B t (a) HpOet(x) 
1 0[(<z)e2(i:) + H2(fl)Hf(T) 


Si l’on divise les deux termes de cette fraction par 0 2 (a)0 2 (T) 
et si Ton y introduit les fonctions sn, cn, dn, eile devient, k an 
facteur constant pres, fegale a cn(r — a) : sa valeur exacte est 

0(o) Hi(o) Hi(x — a) 
n ej(o>e(t -a) ’ 
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et l’dgalite qui definit at i$ peut s’eerire 

En supprimant les facteurs communs, et remarquant que 
~~~ et sont deux quantiles egales a on a enfin 

« + t-p = ‘-I niter eI ' aT+v) ’ 

0i (a) 0 (t) 

et Ton en ddduit a'-f- cl" + z {£"♦ 

R£unissons les valeurs des neaf cosinns 


.H(a)H,(T) 
T ' e,(a)6(T) ’ 

H,(a) H(t) 
7 e,(a)e^)’ 

_ e(«)e t (T) 

‘ e,(«)e(T)’ 


a + f« = t - 9 »l°)- 9 (2-. a ^ e :'(J.T+-v) 

P 0, («)«(*) 

a' 4- i S' = 9 (°)? | (l.-I_?) e f(Xw) 

a" + £ jl' = Hi(°) ^iiXir+v) . 


e, («)«(*) 
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J. lignes geod&siqaes de la catenolde (surface engendreepar la revolu- 
tion d’une chalnette auteur de sa base). 

L 7 axe de revolution 6tant pris pour axe Oz et r designant le rayon d’un 
paraltele on a, pour Tequation de ia surface, 

r=-{?+.r~°). 

2 

On tresve qne la projection des lignes g^odesiques sur le plan des xy 
a poor Equation era coordoaaees polaires 




b dr 

/(r 4 — a* ){ r 4 — b*) * 



et Wangle 6 dtaat eompte a partir de 
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i° Soit b > cs. En posant 


Done 


e=r . .... *» - 

Jo /(l— “ S )(l — 


g*) 


A:-?. 


& = snt), r = 


sn8 


Telle est liquation de la courbe. 
2 0 Soit b < a. En posant 


<2 

- = ^ 


on a 


Done 


0 = £ f -== 

Jo /(! — 


P?P 


p2)(l— **P>) 


*-5. 


p = sn T ? r = 
k 


sn * 


3° Si b = a, on est dans un cas de deg6n6rescence, k = x : 

e 9 4- e -6 (i) 
r ~’ a e 6__ e -6 * 


2. Les neuf cosinus qui servent A d^finir la position relative de deux 
triedres trirectangles peuvent s’exp rimer en fonction de trois parametres a, 
u, 1 au moyen des formules suivantes 


7 = 

. H(g) H(m) 
l 0i(a)9i(u)’ 

cc 4- t’P = ■ 

Y'~ 

H,(a)H,(«) 
e 1 (a)e 1 (u) ’ 

a'4-**P' = 

y" = - 

©(a) ©(«) 

0i (a)6i(w)’ 

a ff +if = 


6i(o)fri(tf — a) a 

0l(*)®l(M) 9 

e(o)9(« — g) A 
0x(«)6i(«) 
H 1 (q)H 1 (k — g) A 
0i(fl)0 l (») 


dans lesquelles on suppose u et X r6els et a, purement imaginaire. 

II suffit de verifier 

’ y2-h Y r *4-/ a =i, 

(oc 4- i -4- (oc r — H i 4“ (oc 4” “ Oj 

Y(a-hip) 4- Y'(a r 4-t|}') 4-*f («'4h ip*) =0, 

(a 4- tp)(a— ip) 4- (o' -4- i"P')(a'—iP') 4- <0*4- ip')(a r — iff) = 2 . 


(* ) Greenhill, Fonctions elliptiques, p. i38. 

A. et L. 
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EXERCICES SUE LE CHAPITRE V. 


Cela resulte des identites suivantes 

ef(a)8J(it) — HJ(o)HJ(u)=se*(o)e*(B)-H*(a)H*(a), 


H 1 (o)H I (a— <z) 81(a) 6 i(m) — 0i(o)0i(m — a)Hi(a) Hi(zr) 

= 0(o)0(w — a)H(a)H(«), 

0|(o)0i (u—a) 0i(b+«) = 0 5 (b) 8 ! («)-t-Hf(a)Hf(if), 

■ 8*(o) 0 (b-o) 0(K + a) = 8f(a)0?(B)-H?(a)Hf(ii), 
H](o)Hi(b — a)Hi(u + a) = 0f(a)0j(it) — 0 ! (a) 0 2 ( w), 

et d’une autre identity qui se ddduit de la premiere de celles-ci en y rem- 
pla?ant a par 0 et u par u — a. 

3 . Verifier que Ies valeurs precedentes des neuf cosinus satisfont aux 
relations 

=-Yt+ 1 Y> 

(*-iP)(a' + »p , )“-TT'+*Yi 

equivaleutes au systeme suivant 

a'a'-t-P'p , + yY=o ) y = a'fl f — P'a', 

o. 

aa.'+ pp' + ff' = 0, -f = «P' — Pa'. 

(D’apres cela. Ies deux. triMres dont la position relative est ddfinie a 
1 ’aide de ces cosinus out m£me disposition.) 



CHAPITRE VI. 

FONCTION p A PERIODES IMAGINAIRES CONJUGUfiES. 
DISCRIMINANT NfiGATIF. 


I. — Le discriminant est negatif. Valeras reelles de pu ET DE p'u. 

132. Objet de ce paragraphs. — Supposons qu’on ait pris pour 
p&iodes primitives d’une fonction pu les qualities imaginaires 
conjugu^es 

a(0!= o> 2 — C0 r 2> 2ci) 3 = a) 2 -h0) 2J 

<o 2 d^signant une quantity r^elle et o>; une quantity purement 
imaginaire ; nous allons montrer que les invariants sont reels, que 
la valeur de la fonction est rdelle quand 1’ argument est r£el ou 
purement imaginaire et nous eu d^duirons que le discriminant 
est n6gatif. 


133. Les invariants sont r6els. 
par les £galit£s 


E— 2 s 


(‘imw! -h 2nw 3 )^ 

Comme les quantity 


— Les invariants sont donnas 

-L^=y' L_ , 

140 JmA (2/710)! -h 2 7iO) 3 ) 6 


2WWJ+ 2 71 0>3j 2/710)3-4-2710)! 

sont imaginaires conjuguSes, on peut, dans chacune des series 
pr^cedentes, associer deux k deux les termes de fa^on que ieur 
somme soit r6elle. Done les invariants g 2 et g % sont r£els. 

% 

134. Arguments r6els, purement imaginaires, imaginaires oon- 
jugu^s. — Arguments reels . — De m£me dans la sdrie 


pic 



W = -27710)! -h 2/1 0> 3 , 

»j = 0 » ± 1 , ± 2 , ± 3 , ±. . ., 

w == o exclus. 
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si l’on suppose u reel, on peut associer deux a deux les termes de 
fagon queleur somme soil r^elle. Done, pour uu argument r6el, 
la valeur de la fonction pu estr^elle. 

On voit de m£me que la d^rivee 

, ^ V 1 ' 1 

P 11 ~~ u z — «>) 3 


est r6elle quand u est r^el ; elle garde un signe constant quand u 
varie de o & ci> 2 , puisqu’elle ne devient ni nulle ni infinie dans cet 
intervalle, et comme elle est negative pour u positif et tres petit, 
elle est constamment negative quand u varie de o a to 2 ; pu va 
constamment en d£croissant depuis + oo jusqu’a po> 2 . 

Argument purement imaginaire . — Pour voir si la fonction 
p(iu) est r^elle quand u est reel, remarquons que Ton change 
settlement le signe de la fonction p u quand on multiplie par i 
l’argument et les deux p&riodes. On a done 


oh 


= — p(zil iv u ito 3 ), 


ie> t = 


2 2i 9 



^2 . 
2 i J 


puis 5 comme on peut toujours changer le signe d’une p6riode, 

« a ) = — p(a|&o5 1} — ito 3 ). 

Poor la fonction du second membre les deux periodes sont ima- 
ginaires conjugates. Si done u est r<§el on est ramen6 au cas 
d&j& 

En prenant les d6riv6es des deux membres de la relation que 
nous venous cPohtenir, on trouve 

*>'(*» , 1 (*%)=— .p'( u l £<d u — £ * o 3 ). 

Les deux 4galit& pree&lentes raontrent que si u est r6el 
p(itt | eOf , G* 8 )es£r&6l et p r {iu [w*, «*>$) purement imaginaire. 

Ces ^galitds s^rire, en mettant en Evidence les inva- 

riants g% et g % an lieu des periodes et 

» , ;,A ; * 

p(«s; jT*, <§»)=— p(«; g%, —gt), 

^'<*w; ^*>=— P ’( *; 
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ces formules resultent de ce que, si l’on remplace 


par 


«1, ^3 


i o)j , — 1 003 j 


2(3 


dans les series qui donnent g 2 et g z , g% ne change pas et g z se 
reproduit multiplie par — 1 . 


Arguments imaginaires conjugues . — A deux valeurs u et u & 
imaginaires conjuguees de F argument correspondent, pour la func- 
tion, deux valeurs imaginaires conjuguees. En effet, on a 


pwo= ^ [(K 0 -<f) 2_ p]* 


II s’agit de montrer que, si Ton change i en — i dans Fexpression 
de pu 0 , cette expression se change en pu . 

Si Fon change i en — i dans la deuxi&me s6rie on trouve, en de- 
signant par w 0 la quantite imaginaire conjuguee de pp, 



^o) 2 



il reste done a verifier que l’on a 



_L]=yT 1 

W~] Jmd L( U — 


Wo ) 2 



cela resulte de ce que la quantity imaginaire conjuguee de 


est la quantity 


W = 27710 )! -+- 2710)3 


W 0 = 2 772 0 ) 3 4- 27lO)i, 


et que, dans chacune des sommes precedentes, m et n prennent 
toutes les valeurs entieres (pp = o exclus). On peut done passer de 
la valeur de pu a la valeur de p u z en changeant i en — i ; ces deux 
valeurs sont imaginaires conjuguees. C’est ce que nous voulions 
verifier. 


135 . Par mi les racines e u e 2 , e 3 , rune est r6elle et les deux 
autres imaginaires conjuguees. Le discriminant est negatif . — Nous 
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pouvons main tenant verifier que les racines du poljnomeen pu 

sont I’une r6elle etles deux autres imaginaires conjuguees. Ce po- 
lynome 6tant egal a ( p'u ) 2 , ses racines sont 


ou bien 


€i — po)!, e s = po) 3 , e 2 = p(w!-4- oj 3 ) 


. / ,J >2 «*>' # \ /W 2 CO g \ 

* I=P U~T> «s=p( T + f)’ « 4 = pt o*. 

On voit d^ja que la derni&re est r^elle, puisque to 2 est reel; la 
premiere racine peut s’oblenir en prenant la fomule d’addition 

4(pw — po)2 


et en y faisant 


o> 2 

u = 

2 


, _ 


pu et p r u sont r£elles; pp est r£elle et p'p purement imaginaire. 
Done e i = poi> i est imaginaire. La merae formule montre que 
e*=po> 3 est la quantity imaginaire conjugu^e de e K (ce qui devait 
Stre puisque co t et &>* sont des quantitds imaginaires conjuguees.) 

Poisque, sur les trois racines e i7 e 2 , e s , ily en a une reelle et 
deox imaginaires conjugates, le discriminant g\ — 27^3 est ne- 
gatif . 

Distinction des racines imaginaires par le signe du coeffi- 
cient de i. — Nous pouvons distinguer les deux racines imagi- 
naires en consid&rant, dans ebaeune d’elles, le signe du coefficient 
de L 

La racine e 9 s’obiiaat en faisant u = p = — ^ dans la va- 
lour pr 6 c 4 dente fe coefficient de i dans le resultat a 
fesigaede et ? comme p r u , est negate pour u = 

fe signe It eonsad&rer est eehii de 
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comme l’argument — est purement imaginaire, servons-nous de 
la formule 

ip r (iu; § 2} gz) = — p\u; g 2 , — g z )\ 

nous trouverons 

*p ' (- y ; g gtj = - p' ( ; gu - g^j ■ 

Or le signe du second membre est le signe -h, puisque, quand u 
varie en restant r6el de o a *—gi) est constamment 

negatif. 

Done, pour la racine e { , le coefficient de i a le signe 4- ; pour la 
racine e 3 , le coefficient de i a le signe — . 

Remarque . — On a, quel que soit u , 

p(u-f-co 2 )=p(u-Ha/ 2 ). 

En effet, la periode 2 co 4 dtant 6gale k co 2 — o/ 2 , on peut dcrire 

p(u-hu>' 2 )=: p(B + w r s + 2(«) 1 ) = p(ii+ a> 2 ). 

136. Valeurs de u pour lesquelles p w et p r u sont rdelles toutes 
les deux. — Nous avons vu que, quand u croit de z£ro & o> 2 , pu 
et p f u sont reelles toutes les deux : p f u varie d'une mani&re con- 
tinue de — oo a z&ro, pu d^croit constamment de +co jusqu’a 
e 2 = p co 2 . Nous vouions maintenant d^Gnir toutes les valeurs de u 
qui rendent reelles pu et p f u. Gonsiddrons la relation 

p'*(*0 = 4 (pu — e^ipu — ez)(pu — e z ); 

si pu est r£el, le premier et le troisi&me facteur sont imaginaires 
conjugu^s, leur produit est positif : pour que p r u soit rdel il faut 
que Eon ait 

pu > e 3 . 

i 

Soit a une valeur r6elle plus grande que ; il y a un argument 
r£el v, compris entre o et co 2 , pour lequel on a 

pu = a\ 

toutes les autres solutions de cette Equation sont donates par la 
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u “ zfc P-+- amooi-i- 2 /io) 3t 

wet/i etant des nombres entiers. 

On conclut de lk que, si un argument zi rend r^elles la fonc- 
tion pu et sa d6riv£e p r u> on peut toujours, en ajoutant des pe- 
riodes 7 le ramener a 6tre reel et compris entre — co 2 ct -f- o) 2 . 


n. — Expression des p£riodes par des integrales definies de la forme 

NORMALE DE LEGENDRE, DANS LE CAS DU DISCRIMINANT NEGATIF. 

137. Expression des p6riodes en fonction des invariants. — Les 
p^riodes ^tant, comme plus haul, denies par les ^galiles 

2, COj ~ CO* — CO 2, 2 CO3 = CO2 H- C*)j J 

on a vu que, si u croit de 0 & co 2? pu decroit constamment de + go 

a e 2 . Liquation different] elle a laquelle satisfait la fonction % = pu 

6tant mise sous la forme 

, dx 

dit — - — - — - = ? 

V/4^ 3 — g*X — g Z 

on obtient, en faisant croitre u de o a co 2 , l^galile 

-r 




dx 


J e% '/^—giV — gz 

qui donne i’expression de o> 2 en fonction de g 2 et de g z . 

Pour avoir Pexpression correspondante de ^ remarquons que 
si Fon remplace les p^riodes 2ti> 4 et 20)3 par les suivantes 


2«Ct>i = ~ -4- i(*h 7 — 2iCD 3 = — — ZC0 2? 

2 { 


if faat remplacer 
par 


gt* gz> e f 


*>± 


2 f gto £>z* 


l* 6galil6 pr6e£dente deviant, par ce changement, 


, ^ = 
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138. Les intggrales donnant les valeurs de et -4 ramenSes a 

la forme canonique de Legendre. — L’integrale qui donne la va- 
leur de to 2 peut s’ecrire 


0>2 “ 



dx 

2 \/(x-— ei)(x — — e%) 


Faisons le changement de variable 


l’integrale devient 


x — e. 2 = z*j 


w 2 = 



dz 

v/( 4J 2 4- e 2 — e^^-hez — <? 3 ) 


Les quantites e 2 — et e 2 — e$ sont imaginaires conjugu£es. Po- 
sons 

e 2 — e z = p(cos^ + i sintjO p > o 7 
e % — e 1 = p (cost]; — i sin tp) o<^< , rr. 


Ayant pris p positif, nous pouvons choisir entre o et tz, 
puisque e K d£signe la racine imaginaire pourlaqnelle le coefficient 
de i est positif. Le polynome bicarre qni se trouve sous le radical 
peut alors s’ecrire 

it 

zt>-ho.z*p cos^ -+- p 2 = (,s 2 -f- p) 2 — 4^ 2 psm 2 ^ 9 


de sorte qu’en posant 

* = «/p» 


sin 2 — = k\, 
2 


on a 

= r . = =; 

J 0 /(*»+!)*- 4*5 

le coefficient different! el de la nouvelle integrate ne fait que 
changer de signe quand on pose 


t — 


x 

? 


et que Pon n6glige ensuite Paccent. On en d£duit 



dt 

/(<*-+■ i 



dt 



CHAPITRE VI* 


218 

puis 


0) 2 


v/p =2 r 

Jq 

= f 
«' / 0 


dt 


v/( 2 2 H-i) 2 — 4*1 * 2 
<idt 


i+i 2 




et il n’y a plus qu’a poser 
2 £ 


a = sin© ou t = tang - > 

i ■+•** * 2 


pour obtenir Pegalite 

co 2 v/p= r = == = : =r = > 

Jo v/i~*fsin* ? 

dans laquelle Pintegrale est de la forme normale de Legendre 
(uofrn°ill). 

Transformons de m£me Pintegrale 


^4 _ dx __ £** dx 

1 sf\cc*—gix+-gz J_ fi2 a \/{x -+- e t )(a? T e 2 )(# T e 3 ) 

En faisant le cLangement de variable 


il vient 


a? = — e^-hz*, 


*-r 


dz 


ei — e 2 )(- 3 *- 4 - e 3 — e 2 ) 


puis, en introduisant, eomme dans ce qui precede, le module et 
I’arg'ument des quantiles imaginaires conjugates e K — e 2 , e % — e 2 , 


Posoas 


‘ 7 v- 


dz 


(z--h p) 2 — 4^ 2 pcos s - 


: ‘<V ' ■ , ■ ' ’ eos* | = 4? , 


<* 
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t, en tenant compte de l’egalite 

Tt 

r dt ~ r- 

J 0 J 0 

/ i — Xr'j 2 sin 2 <p 

ous obtenons pour ^ une expression de la forme chercltee. 
R&inissons les deux formules qui viennent d’etre d£montr£es 

Co,/? ~r - dc? - * 

J 0 \/i — ^fsinStp 

A? = sin 2 - ^ 

1 2 

y/p = f = =r > 

1 J 0 s/i-k'f sin 2 ? 

k'f = cos 2 - > 

i et £tant d^finis par les egalites 


e 2 — e 3 = p(cost)/ -f- tsint^), 
e 2 — e t = p(cos^ — ism 40? 

P >o, 

o < ^ <«. 


Ges dernieres integrates, dans lesquelles on fait 


sincp = z , 

Drennent la forme des integrates qui donnent K et K' dans le 
a 0 108. 


139. Variation du rapport — — Des egalit£s prec^dentes on 
ieduit 


it i) 2 


r s <*p 
J 0 ^ 1 — si: 


sin*<p 


r <*? 

J 0 /i — Ari*sinScp . 


et l’on voit que le rapport —r augmente constamment quaod k\ 

croit de o k car le nunterateur augmente et le denominateur 
diminue. Ce rapport est egal a zero pour = o, it est 6gal a -f-oo 
pour Arif — i ; il passe done une fois et une fois seulement par une 
valeur positive donn6e quand k J croit de o 4 i. 

On pent alors verifier, en se servant des seules integrates ci- 
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dessus, que, si les valeurs de <o 2 et de sont donnees, chacune 
des racines e 2 , e$ a une valeur unique. En effet ayant une 

valeur positive donnde, k\ a une valeur unique comprise entre o 
et i ; k\ 4tant ainsi ddtermind, l’dgalitd qui d&Snit co 2 , par exemple, 
montre que \/p a une valeur unique, le radical dtant pris avec le 
signe +. Pour passer de la aux valeurs de e K) e 2 , e z remarquons 
que cos^ et sin<{/, ddfinis par 

cos^ = k'f — £?, sin^ = o<^<^) 

sont d6termin6s sans ambiguity. Alors les egalitds 

ei-+- e z = o, e 2 — e 3 = p(cos^ h- i sin^), 

e 2 — = p(cos^ — i sinty) 

ddterminent une valeur unique pour chacune des racines e K , e 2 , e 3 . 


HI. — Retotir a la fonction p a discriminant positif. Expressions 

DES PERIODES SOUS LA FORME CANONIQUE DE LEGENDRE. 


140. Les integrates qui d^finissent les p6riodes ramen^es a la 
forme canonique de Legendre. — Nous allons ramener a la forme 

o' 

canonique de Legendre les integrates qui definissent co et -j ? 
dans le cas ott e*, e 2> e% sont rSelles. ( Voir n os 53 et 54). 

On a d’abord 


* e* 


dx 




— g* Je, 2 ^ 0 - 


dx 


et ){x — e 2 )(x — t 


Dans cette integrate ? faisons le ehangement de variable 

■ *•=*+£. 

g 4laot one • oonstante ind6termm6e ; Foment de l’intigrale 

kftrWWW 7 ) 

sous le radical ie premier facteur se 
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rdduira a i — z 2 , si nous posons 

g* = ei — e 3 , 

et le second facteur deviendra alors (i — k 2 z 2 ) en posant 

_ g s— ^3 . 


k 2 est un nombre positif et plus petit que un : le coefficient dif- 
fdrentiel a done la forme cherchde. En mettant maintenant les 
nouvelles limites de l’intdgrale, nous trouvons 



dx 

/(i — £ 2 )(l — l&z* ) 


ce qui est la forme cherch.de. 

Transformons de mdme l’intdgrale 

o/ _ f +0Q dx __ dx ^ 

eu faisant le changement de variable 


x = — e t -h 



dx 



l’dldment de l’intdgrale devient 

— * dz 



sous le radical, le second facteur devient dgal a i — z 2 si nous 
posons 

g*= ei — e B> 

et le premier facteur devient alors i — k ! 2 z 2 en posant 


^2 = 


*1— _** 


k ' 2 est positif et plus petit que i . Nous avons done 
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Reunissons les deux resultats precedents, en faisant dans les 
integrates le changemenl de variable s = sin<p, nous avons 


= / “7===== 7 

J 0 — in a cp 

£ g =f —£ = , 

1 J 0 ^i — k'% sin 2 o 


g = /er--e 3 , £ 3 = 


o 

50 — S 3 

51 — S 3 ’ 


*'* = 


Si — So 

^1 — e 3 3 




On nomme g le multi plicateur; k est le module, k r le module 
complementaire. 


141. Variation du rapport —• — Consid<£rons, maintenant, le 
rapport 


w' 

tea 


l ST= 


d cp 


k T * sin 2 9 


n *t 

Jq \fi — k* sin 4 cp 


En raisonnant eomme au n° 139 on reconnait que, si k 2 croit de o 

4 1 , le rapport ^ d£crott constamment de -h 00 4 o, 

D’apr&s cela, on peut encore verifier qu’il n’v a qu’un seul 
syst&nae de valeurs de k 2 et de g pour lequel les int^grales cu 

et j preonent des valeurs doQn^es, si l’on suppose g positif et k 2 

pris entre o et 1 . En effet, le rapport ayant une valeur domtee, 

il n’y a pour k- qatene seule valeur comprise entre 0 et 1 ; k* 6 tant 
determine, P£g&Kt£ qai donne la valeur de par exemple, 
denoera pour \g une valeur unique. 

Le& quantiles k* et g 4iant d 6 tennin£es, on a imntediatement 

1 ,» 1 , * ',i t 

‘ f| ' 1 # , 
t L ; " 1 1 1,1 ' * 

(fe ees qaaabt&> donae — 3e» ? pais des differences 
©n dddait e, <K e*s • ■' ■’ 
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IV. — CAS DU DISCRIMINANT NEGATIF. APPLICATION GEOMETRIQUE. 

142. IStude de la courbe x — pw, y = p'u,y* = 4a? 3 — g % x — - g z . — 
Nous insisterons seulement sur les differences que le cas de A<o 
pr^sente avec le cas d&ja £tudi£ de A > o. * 

Si x et y sont tous deux reels, on peut toujours, en ajoutant 
des p6riodes, ramener rargument a £tre r4el et compris entre 
— co 2 et -f- co 2 (n° 136). Quand on change u e n — u, x ne change 
pas, y change de signe; la courbe est done sym&rique par rap- 
port a Ox et il suffit de faire varier wdeoa o> 2 . 

Quand u croit de o ^ ci> 2 , y est negatif, x d^croit constamment 
de -+-00 k e 2 . La tangente au point situe sur Ox est parall&le 
a O y\ la direction asymptotique est celle de 0 y. On a done la 
forme de courbe indiqu^e par la Jig. 19. 


Fig. 19. 



La courbe n’a pas de points en dehors de la branche infinie ? 
comme cela se pr^sentait dans le cas du, discriminant positif. 

Tangentes paralleles it 0#. — Les points oh la tangente est 
parall&le k Ox sont donnas par liquation 

p n (u) = 6# 2 — - #2 = o, ‘x = pu, 

2 
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Quand g 2 est n^gatif, il n’y a pas de points ou la tangente soil 
parall&le i 

Quand g 2 est positif , les deux yaleurs de x qui annulent p a u 
sontreelles; mais pour qu’a une valeur r^elle de x corresponde 
une valeur r6elle d ey, il faut que l’on ait 

#> es- 


Nous avons done a chercher, en supposant g»>o, combien 
liquation 


p Jf M= 6a? 2 — “^2= O 


a de racines plus grandes que e 2 et nous sommes ainsi conduits a 
substituer e 2 k la place de x dans le polynome entier en x qui 
donne la valeur de p n u. 

Ce polynome se pr^sente sous une forme plus commode, si l’on 
derive par rapport k u les deux membres de Pidentit6 

p' a w = 4(a? — -eiX# — e 2 )(x — e 3 ), > x = pu. 

On trouve, apr6s avoir supprime le facteur commun p'u, 
ip'tt = — e%){x — &&)-*- (x — e t )(x-~ e z ) -+- (x — e t )(x — <? 2 ), 


et la valeur da polynome pour x~e 2 est 
(«*— «s); 


Qomme les deux facteurs e 2 — e 2 — e$ sont imaginaires con- 
jugal, le r^sultat de la substitution est positif. Done e 2 est sup6- 
rieur a la plus grande racine ou inferieur k la plus petite, et comme 
ces deux racines sont de signes contraires, e’est le premier cas 
qui se pr&eate quand e 2 est positif et le second quand e 2 est n£- 
gatif. Le signe de e± est le meme que celui de g % puisque Ton a 




En definitive, pour qu’il existe stir la courbe des points ok la 
tangente est parall&Ie a Ox 7 il faut et il soffit que Pan ait 

£*><>> #8< O. 
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Dans le cas contraire la courbe presente la forme de la fig. 19 . 

Tangentes menees d’un point P. — Si Ie point P a pour pa- 
ramfetre f , les points de contact ont pour parametres 

P P p „ 

u ° V U\ =■— - -HtOi, U> = — - 4- Wl 4- 0J 3j U Z = 

* 2 2 2 

Comme p est rdel et que <o 4 et w 3 sont imaginaires coDjugu^s, 
Wo et w 2 sont reels, w 4 et u z imaginaires conjugues. 

Ainsi, par un point de la courbe, on ne peut mener que deux 
tangentes r^elles k la courbe. 

V. — Discriminant negatif; application au mouvement d’un projectile 

DANS UN MILIEU DONT LA RESISTANCE EST PROPORTIONNELLE AU CUBE DE 
LA VITESSE (!). 

14?3. Equations differ entielles et int6grales premieres. — Pre- 
nons pour origine O la position initiale du projectile, pour direc- 
tion de Paxe des x , la direction de la vitesse initiale, pour axe 
des y la verticale descendante. Soit a Tangle de Ox avec Phori- 
zontale, a etant regards comme positif quand Ox est au-dessus 

de Ptorizon : Tangle des axes est alors ^ + cc. La resistance de 

Pair est une force dirigee en sens inverse de la vitesse, et dgale a 
cv z , v ddsignantla vitesse, et c une constante. 

En designant par x et y les coordonnees du mobile, et par s 
Parc decrit sur la trajectoire a partir d’une origine fixe, la force 
due & la resistance du milieu a pour projections sur les axes 
Ox , O y 



- c (S) 

3 dec 

j ? 

— 0 (- 

feV dy 

ou bien 

\dtj 

as 

v 

it J cts 


-(S) 

2 dx 
dt 9 

-(i 

afc\ 2 dy 
it) ~di* 

et les equations du mouvement sont 



, d l x 


/ cfcy dx 


(0 

~dt * : 

- c 

\dt) ~dt* 


00 

d>y 
~di* : 

= -c 

/f&Y dy 
\dt) St 



( 1 ) Voir Grebnhill, Fane tic ns elliptique$ y tradaetkm de Gras®, p. 

A. bt L> ; *5 1 
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filiminons entre les Equations (i) et ( 2 ) les termes qui pro- 
viennent de la resistance 5 il vienl 

dx d'y dy d 1 x _ dx 

dt dt 2 dt dt 2 ~ dt* 


ou bien, en posant p. = ~ ^ 

(3) 


6?JX dx _ 
tfc aft 


D’autre part, en remplagant, dans liquation ( 1 ), d$ par sa va- 
leur tir£e de 

ds*= dy* — 2 dy dx sin a -+• <&?*, 

nous trouvons 

d*x fd^Y, , * \ 

dP=- C {di) (f 1 * sfisina-t-i), 

puis, eu tenant compte de liquation (3), 

. .. £• f dx\~* d l x , . . du 

< 4 > -fU) ^ = ({**-^«na-t-i) 3 f. 

Les deux membres de liquation (4) sont les derives de fonc- 
tions qui s’obtiennent imm£diatement. Integrons de o a £, il vient 

i g \(dx\- z _ _ 


3 c 


L (dt) ~(dt) 0 J = 5 F*- 


en remarquant que, d*apr£s le choix des axes, p = o pour t = o. 
Nous supposerons la vitesse initiale tres grande, et nous n^glige- 

rons le terme ~ £ sorte que, en posant ^ = w* et 


on a 
(*> 


P = jx* — 3 p s sintt 4- 3 fx, 
dx 


dt 


= cpP” 5 . 


L’equatios (3) donne alors 
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et, en integrant, 


( 6 ) 




d\L 


( f-t* — 3 fx a sina -b 3 jx)* 

D’autre part, en remarquant que Tequation (3) pent s’6crire 
d\L ^dx y _ 


dx \dt ) 


= £> 


dx 

et en y remplagant ^ par sa valeur tir6e de (o), on trouve 


puis 


£<fc = p »d(X, 


p.P' 3 d(i, 


et enfin, en integrant, 

<’> S.-jfVU-jf'; * 

(8) 


0 (fjt 3 — 3 [x 5 sin a -+- 3 |x) s 

/ — ,• 

* / ° (fx s — 3 [x 1 sina -f- 3 jx) 3 


Les equations (y) et (8) d6finissent la trajectoire au moyen de 
la variable auxiliaire fx et liquation (6) donne la valeur de t pour 
cbaque position du mobile. On voit de suite que le polynome 

P = jx(|x 2 — 3 (x sina -4- 3) 

n’a d’autres racines r^elles que z£ro, et Ton en conclut ais&nent 
que, quand |x croit de o h + oo, t et y deviennent infinis, et x 
tend vers une limite : nous d^signerons cette limite par a - II est, 
en outre, facile de voir que la vitesse tend vers une valeur limite 
et que w est la valeur de cette limite. En effet, liquation (5) 
montre que, pour [x = oo, on a 

dx ’ 

w ’ = 1,m t x dF’ 




et l’6galit6 
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montre ensuite que, pi ayant une limite, ^ a une limite qui est 
la meme. 

Ainsi, la trajectoire admet une asymptote verticale, la droite 
x — a , et lorsqae le mobile descend indefiniment sur la branche 
de courbe asymptote a cette droite, la vitesse tend vers une 
valeur limite w . 


iii. Integration par les fonctions elliptiques. — On peut ta- 
rn ener Pin t6grale qui donne la valeur de (Equation 7) a une 

intdgrale elliptique ayant la forme canonique de M. Weierstrass. 
Pour cela, faisons la substitution 

, fx 2 — 3 p sin a -f- 3 

z = — r f 

ix p* 

m etantun facteur constant arbitraire. Nous pourrons determiner 
g z de fa$on que, dans l’expression 

( 4 m* — — 1 2 m 6 ^ si n a -+• 1 2 m* 

Lz* — = ■ 


le trinome da second 
poser 

d*ou 

II vient aiors 


degr£ en p. soil carr£ parfait; il suffit de 

4/n* — sin 2 a ? 

g z = /rc s (4 — 3 sin 2 a). 




jxsina 


et, en diffigrenllant, 


6s l ds __ 7,m % \/Zcf\x 


Ceite Equation peat s'ecrire 

1 ' :■ 1 ' ' _ m^y^dp dp 

en piquant oa a done, en definitive, 


1 dx ^ 
msjl 8 
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On en conclut 

(9) 

puis, d’apr^s 1’ expression de dz , 

w(& x \ _ fusing — 2 
^ V tv 2 / 3 p ? 

Quand x est £gal a 1’ absciss e a de l’asymptote verticale, u=go, on a 


et, par suite, 


sin a 

T ’ 


(SH 


>'( $)=- 

D’apr&s cette derni&re Equation, on a 


I* J~~ 


6p* 


m 


dx 

et en integrant 


>■(&)->'{%) KSMS/ 

, = f 

J . *(SM« 


G’est liquation de la trajectoire. 

ficrivons u et v au lieu de et de liquation prend la 


forme 
(n) 


3T _ /"“ Sp % vdu 

^ X p'v-p'u 


et nous allons pouvoir l’int^grer en appliquant la r&gle du n° 80, 
Pour rendre le d4nominateur rationnel, multiplions par p!v+p ! u 
les deux lermes de la fraction sous le signe somme et tenons 
compte de ce que, g* £tant nul, on a 
p' 2 ? — p'* u = 4 (p 3 v — p 3 u\ 

= 4 (pp — pw)C £ P (> — P M )( &1 P t? — P Z£ )> 
s et extant les racines cubiques imaginaires de l’unite 
— ’ —i — £y/3 
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En operant la decomposition en fractions simples, on a 

6 p*p _ 6 p J p(p’<> -+• p'u) 
p'v — p'u 4 (P 3 p— p 3 a) 

_ i p'p-hp'a t i ^ pV-hp'tt i p'p-hp't* 

2 p ? — pu 2 Bp(? — pw 2 S 2 p*> — pit 

^l p'v+p'u t I g j/CetQ + p'a f I c , p'(s g <0-HpX 
2 p^-pM + 2 p(ep)— pu 2 p(s 2 e) — P^' 

car si dans la formule d’homog&i&Lte 



p Q-; = ^ 2 p(w; **, £ 3 ), 

on fait g$=o et p = £ puis [x= e 2 , et si Ton remarque que ~ ~ e 2 ? 
on trouve 

P(me 2 ; o, g*) = &p(u; o, $*), 

P(“ s ; °> ^ 3 ) = sp(w; o, £ 3 ), 

puis, en prenant les d^riv^es 


P'(“ eS ; o, gz) = p'(a; o, #*), 
P'(e*s; o, g z )=p'(u; o, g s ). 

Des Equations ( 1 1 ) et ( 12 ), on conclut 


os) 


iz = f7- L c r P' S »PH-P'a \ 

**** *4 P^ — P u 2 ps^ — pu 2 ps 2 ^ — ptt / M< 


Mais, si dans la formule d’addition pour [n° 44, 6q. (65)], 
on change <? en — p, il vient 


1 p'u-i-p'v 

2 pu — pv 


£(w — p)— • 


Dans cetle egalite changeons p en e$> puis en et remarquons 
<F*e, d’apr£s la formule d’homog6neit<§ (n° 36), £( e( ;) — £ 2 £ p et 
£{e*p) = nous oh tenons 


tj/a-hn'W 

f p'BH-p'fctp 

5 pas-p^p = ««-**)-. 
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ce que i + e H- s 2 est nul, 


iz 

w 2 


= f [— 3£p — — p) — s£(tt — Sp) — £ 4 ^(m — s 2 p)]cfa, 

t/n 


et Ton obtient enfin 




tf P 


tfsp 


g^p 


L’expression du temps t se trouve au moyen de liquation (6) 
qui donne, par un calcul analogue, 


££ 

w 



6 pvpu 
p'v — p'u 


du 


Jo V 2 V* — V u 

d’ou 


1 gS p'tv + p'u I e p^ph-£^\ 

2 pSP — p& 2 ps 2 P — pU ) 


SL - Log a,((, ~“ ) T.. tf (»*«>-«) ■ 


tfP 


- £ 2 Log- 


tf£P 


— £ Log - 


tf£ 2 p 


14S. D6veloppement de y et de t en series enti&res ordonn6es 
suivant les puissances de u = g — • — Lorsqu’on se propose de d£- 

velopper y et t suivant les puissances entieres de u 7 il est 
commode d’ employer la fonction 


♦ (»» (? ) = 


— e * , 


qui est egale a 1 pour u = o. II vient alors 

^ = — Log^(w, p)— s Log <!*(»» sp) — e 2 Logi}/(w» s 2 p), 

^ = — Log^C^, p) — s 2 Log<j;(w, sp) — eLog^Cw, £*?)• 

Prenons les d6riv6es logarithmiques et d^veloppons suivant les 
puissances de u par la formule de Taylor : 
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en integrant de nouveau, on obtient 

/ON T I / V w 2 u z , iC* „ 

(18) Log , K“ J p )= — 7iP p + 37P p — 47P <' + ■••• 

Done, en remarquant que g% = o et p £ v = e jd v 

(19) Log<K«, sp) =— H-epp H- jjp'p — 

t/2 i § 3 t>4 

(20) L0g<j/(Z£, S 2 P)=— ^|-£ 2 pv-b jyp't> — ^rj • • . 

On en conclut 


gy 

w* 

il 

w 


= 3 [fr p ' ( ’ ~ fr pt6)p - 1 - Sr pl8) p + - • •] > 

= 3 [S pp_ S p%+ Sp‘ !, p +---]- 


Dans ces fornmles, od doit poser 

gX T 

u =-^> fr= 0 ’ ^ 3 = — ( 4 ~ 3 sin 2 a), 

p<?=|> pV = isina, p"p = p^p=|sma, 


Le discriminant etant n^gatif, les p&riodes de p s’expriment a 
l’aide des formuies des n 08 437 et suivants. 

Les d6riv6es p^p, p m v y . . . se caleulent par voie r^currente, en 
d£rivant un nombre qnelconque de fois la relation 

(p'tt)*=4p 3 u-^3 

et faisant ensuite u~ v. 



CHAPITRE VII. 

INTfiGRALES ELLIPTIQUES. REDUCTION A LA FORME NORMALE 
DE LEGENDRE ET DE JACOBI. INVERSION. 


I. — INTBGRALES ELLIPTIQUES. 


146. Exemple element air© de la mdtliode employee pour cal- 
uler les integrates elliptiques. — On demontre, dans les dldments 
la Calcul integral, que l’integrale d’une fonction rationnelle de x 

:t de la racine carrde d’un trinome da second degrd x-\-c 

>eut dtre ramende, par un changement de variable, a I’intdgrale 
Pune fonction rationnelle oua l’inlegrale d’une fonction trigono- 
ndtrique. 

Plagons-nous a ce dernier point de vue, pour rattacher k des 
lotions dlementaires le probldme qae nous traitons dans ce 
^Ihapitre. Soit 

i) J^{x,y)dx 


line integrate o u. R(#, y) ddsigne une fonction rationnelle de x 
st y, y dtant lid a x par Tequation 


y = 4- ±bx c. 


Si Ton fait un changement de variable, en prenant comme nou- 
velle variable u l’intdgrale 


( 3 ) 



I’intdgrale proposde (i) devient Pintdgrale d’une fonction trigo- 
nofndtrique. Pour le vdrifier, dcrivons 


y 


— f.a? -f- 



fc — ac 
a * ’ 
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b sJ b 1 — ac , i 

x H — = z- 5 sj— a = k, 


il vient, en choisissant pour x 0 la valeur qui annule z, 

. - -{ 7^ 


-JS* 


a 

z = sinX w, 


(4) 2 ?= — — -4- a ° sin X i c, y — - y/& 2 — accosXw, 

a a J a y 

dx ~y du. 


A.vec cette nouvelle variable u , l’integrale (i) devient l’integrale 
dine fonction rationnelle de sin^a et cos \u, integrate que l’on 
sail calculer. 

En employant un langage g^ometrique, on peut dire que liqua- 
tion ( 2 ) repr^sente une conique, et que les formules (4) ex- 
priment les coordonn^es din point de cette conique en fonctions 
uniformes de u . 


147. IntSgrales elliptiques. — Considerons une integrale de la 
forme 

(5) jR(x,y)dx, 

ou R(ar, y ) est une fonction rationnelle des deux variables x el y 
li£es par la relation 

(6) y = 6a i x i -^r- ka z x-^ a ky 

danslaquelle le polynome sous le radical est du quatriSme ou du 
troisi£me degr£. Une intdgrale de ce genre sippelle une integrale 
elttptique* Lesmt4grales elliptiques out fait Fobjet des recherches 
4© L^endre, ava ml la d^couverte des fonctions elliptiques par 
Abd. Pour les eafcuier, on peut faire un changement de variable 
ee prenant eonsnaae nouvelle variable u Fint^grale 

: '. u = f x ±. 

,, ■!.. ' "■ " * 1 . J x . y . , t v 

alors, eqnune iipi^s ie mon- 
& et le calcul ^el^Sa^g^ale ( 5 ) 
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est ramene au calcul de P integrate d’une fonction elliptique, calcul 
que l’on saitfaire a Paide de la decomposition en elements simples. 

En employant un langage g6om6trique, on peut dire que les 
coordonn^es x et y d’un point de la courbe (6) s’expriment par 
des fonctions elliptiques de la variable ic, ce qui permet de trans- 
former l’int^grale (5) en Pin t^grale d’une fonction elliptique. 

148. Premieres reductions de Pint 6gr ale elliptique. — Dans la 
fonction rationnelle R (x,y) on peut toujours remplacer les puis- 
sances paires dey par les puissances du polynome 

y 5 = <3 0 # 4 H- Ga*x 2 -h <\a z x 4- 

et ramener cette fonction a la forme 


P + Q y 
Pi^-Qi y’ 

P, Q, P 4 , Q 4 designant des polynomes en x. Si l’on multiplie et 
divise par P* — Q<y en rempla^ant encore y 2 par sa valeur, on 
obtienl une expression de la forme 

R(^)+yRi(^), 


ou R(#) et R< (x) sont des fonctions rationnelles de x. L’inte- 
grale I se partage alors en deux parties 



dx -h j'y'&i(x)dx, 


dont la premiere s’obtient imm^diatement, comme Pintegrale 
d’une fonction rationnelle. Quant a la seconde nous F^crirons, en 
multipliant et divisant Foment differentiel par y, 

r-f^ 

S(#) etant une fonction rationnelle de x 

S(x)=y* Rt(#)- 


n. — Forme normale de Legendre. Integrales de Jacobi. 

149. Forme normale de Legendre. — On dit qu’une integrate 
elliptique est ramen^e a la forme normale de Legendre quand la 
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racine carr 6ey est de la forme 

y = /^i~ a? 2 ) (i — k % x % ) 7 

oil k d£signe une constante appel^e le module. Dans les re- 
cherches th6oriques ; cette constante k a une valeur quelconque 
r^elle ou imaginaire; dans les applications a la Gdom^trie, a la 
Physique, a la M^canique, on peut, comme nous le verrons, la 
supposer reelle et moindre que l’unit^. 

La racine carreey ayant cette forme, voyons comment on peut 
calculer une integrate de la forme 

a laquelle on peut r£duire toute int^grale elliptique, d’apr^s le 
paragraphe prudent, Actuellement on peut encore, par des pro- 
c£d£s alg^briques, simplifier cette integrate, en profitant de ce 
que y est la racine carr6e d’un polynome bicarri. La fonction 
rationnelle S(#) peut toujours s 7 £crire 

<&(#*) 4- X «&!(#*), 

oh et <&| sont des fonctions rationnelles de oc-. L’int^grale 
s 7 6crit alors 

/ §{.{&*) dx rx§ti(x*)da 7 

y j y 


La deuxi&me int^grale se ram£ne immddiatement k une integrale 
6!6menlaire par la substitution 


qui donne Pexpression 


/; 


# 2 = Z 7 


ji \{z)dz 


2/(1 — *)(1 — £**) 


©4 le polpame sens le radical n’est plus que du second degre en z. 
Fiaaleiseaat, oa e^f done ramene a Pint6grale 
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Si Ton y fait le changement de variable 
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u 



dx 

/(i — — ****)’ 


elle devient 


J <ft(sn ^u)du^ 


x = sn(w, k\ 


integrate d’une fonction elliptique aux periodes 2K et n/K/. Pour 
la calculer, il faut decomposer la fonction elliptique en elements 
simples, en procedant comme nous avons fait au n° 50 dans une 
question qui, au fond, est identique a la question actuelle. On 
decomposera d’abord la fonction rationnelle de x 2 , Si(x 2 )^ en 
fractions simples 


$-(# 2 ) = Cq *+* c±x^ 4 ~ . . . 4 - CpX*P-{- ~ 4 - 


bm 

x 2m 


4- 



+ 


At 

(a? 2 — a ) 2 




A P -. I 

(a; 2 — a)P J 




ou nous mettons & parties termes en afe t en. ^ quand ils existent; 

la somme S est alors relative aux racines a qui sont differentes de 
zero. 

Faisant ensuite ^ = snw, on sera ramene a calculer les inte- 
grates des types suivants 


(8) J sn *udu, J ' sn^uduj J" J* sn * n udu, 

oft n est un entier positif ou negatif, 

r du r du r du 

J sn 2 u — a’ J (sn 2 ^ — a J 2 ’ J (sn*H — a)*’ 

ou a est different de zero. Ces integrates sont faciles a obtenir par 
la decomposition en elements simples. 

On peut, par voie recurrente, ramener toutes les integrales du 
type (8) Il la premiere de ce type. Quant aux integrales du 
type (9), elles se deduisent de la premiere en la differentiant par 
rapport k a. De lit Timportance particuliere des premieres inte- 
grates de chaque type. Nous aKons les calculer. 
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450. Integrates d© premier©, deuxteme ©t troisteme esp&ce, d’a- 
pr&s Legendre ©t Jacobi. — i° On appelle integrate de premiere 
esp&ce l’integrale 


u 



dx 

/(i — a?*)(i — Wx*) 


2 ° On appelle integrale de deuxieme esphce , Tintegrale 

* r^, 

Jo y 

qui devient, quand on j fait x = snu, 

k 2 / sn *udu. 
do 

Cette integrale, que Jacobi designe par Z («), a pour valeur (n° 100) 

Q ff (o) e'(M) 

6(o) 8 (m) 

Quand aaugmente de 2 K ou de 2 zK r Pexpression que nous 
venous de trouver pour Tintegrale de deuxteme espece eprouve 
des accroissements constants 


2J = 2K 


e*(o) 

e(o) > 





que i’on appelle modules de periodicite de V integrale de 
deuxieme espece . On en deduit la relation 


KJ'— JK'= 

2 


3° On appelle integrale de troisi&me espece Tintegrale 

f x dx 

X 0* 2 — <*Xr’ 

qui devienl, quand on y fait x = sn u 7 

r u da 

, Jo s n*u—a 

oft a esfc different de aero* Pour la calculer, determinons un argil- 
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ment a par la condition 

sn 2 a = a, 
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nous aurons a calculer l’int^grale 

r u du 
J 0 sn 2 a — sn 

qui est donn6e par la formule suivante etablie au n° 100 


(10) 

d’ou 


snacnadna _ 1 H '(u — a) 1 B'(u-^a) 0 '(a) 
sn 2 u — sn 2 a “ 2 H {u — a) 2 H (a + a) ’ 4 ~ 0 (a) 9 


J /* K sna cna dna du _ 1 H(a 
0 sn 2 a — sn 2 a “2 ®H(a 


— a) 0'(a) 

H- U- - - - 


+ «) 0(a) 


Si, dans la formule de decomposition ( 10 ) on change u en a-h zK/, 
elle devient, d’apr£s la relation 

sn(a-}-&K') = 7-^ — 
v 7 k sn a 

et la formule donnant H (a + zK/) en fonction de @(a), 

£ 2 sn a cna dna sn 2 w__i 0'(a — a) 1 0'( u -4- a) 07 a) 

1 — £ 2 sn 2 a sn 2 u ~~ 2 0(a — a) 2 0(a-+-a) ©(a) 

Pour designer Vintdgrale du premier membre prise de o a u 7 
Jacobi emploie la notation II( u, a) : 

, , , , C u sn *udu 

n(w,a)=/: 2 snacnadna / yr — ; — 

^ 1 J Jq 1 — k* sn 2 a sn 2 u 

- Z gj , rr 6 ^ a) 

2 ? 0(a + w) 0(a) 

4 ° Formule recurrente pour le calcul de J* so? n udu. — En 
calculant P expression 

[sn 271 ^ 3 ucnwdaii], 


et designantj pour abreger, par 5 la fonction sn zz, on trouve 

( 27l — 3) s s»-*( I — 5*)(i — A*? 2 )— ^»- 2 (i-^ 2 ^)— — 



2$0 

ou en ordonnant 
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(271 — 3)s**“ 4 — (2n — a)(i + ^)5 2n - 2 H-(2n — i)A*s 2n . 

En integrant on a 

sn S/l ^ 3 ttcntt dni£ =(271 — 3) J ' s* n - k du 

— (271 — 2)(i-h£ 2 ) J S 2/ *~ 2 du -4-(27l— l)k* J S** du, 

formule qui permet de calculer toutes Ies integrates J s 2n du (que 

n soit positif ou n^gatif) en fonction des deux premieres corres- 
pondant a n = o, et n = i . 


HI. — Reduction a la forme normale de Legendre. 


151. Cas d’un polynome bicarr6. — Soit l’intigrale elliptique 



Sj£) 

7 


dx, 


ou S(#) est une fonction rationnelie de x, et y la racine carr^e 
d’nn polynome bicarre 

y = 2Ba? 2 -i- G. 

On pent encore ecrire, comme dans le paragrapbe precedent, 
S(x) = x &i (a? 3 ), 


oit& et<R 4 sont des fonctions rationnelles de# 2 . L’inldgrale prend 
alors la forme 




La deuxteme integrate devient une integrate etementaire par la 
substitution 


X* = J5. 



A (x*)da 



INTEGRALES ELLIPTIQUES. 

Si Ton nes’astreintpasan’introduire que des dldments r£els, cette 
intdgrale se ram&ne immediatemenl k la forme normale de Le- 
gendre. On a, en effet, en decomposant le polynome bicarre en 
facteurs 

y = / A /(a* — a£), 
a et p pouvant 6tre imaginaires. Si Ton fait ensuite 


x = as, 


on a 


^ = a£/A y/(i — * 2 )(i — A***). = 


et l’integrale devient 

r _ i f* 

P/a J vV — — 5 

elle est reduite k la forme normale de Legendre et on la caleule, 
comme dans le paragraphe prdcddent, en faisant 


Alors on a 


z = sn(w, k). 

x = az = a.snu, /a 2 — x l = a cn u , 
/p 2 — # 2 = p y/i — k^z i = p dn w, 
y = <%p y/A cn w dn 

1 = — l — f 3t(cL* sn*u) du. 

Ps KJ 


152. Reduction a la forme normale en quantities reelles, dans le 
cas d’un polynome bicarrS de la forme A(# 2 -h a)(a? 2 H- P); A, a et p 
etant r6els. — Supposons que l’on ait 

y — /Aa:*-+- 'a Bar* ■+■ G, 

A, B. G 6tant r£els et B 2 — AG positif : on peut alors ecrire 

y = v^A(s 27 2 -h a)(a?*-i-p) r 

a et p 6tantrdels. Plusieurs cas sont a distinguer sui van ties signes 
des quantiles A, a et p. Gomme on peut toujours, devant le ra- 
dical y meUre \f± A en facteur, on a poury les types snivanis oft a 
A. et L. 16 
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et b d^signent des quantity reelles 


(I) 

y = \/(a 2 — a: 2 )(6 2 — a?* J, 

(II) 

y =/(<Z 2 — # 2 )(# 2 — b % ). 

(III) 

y — /( a 2 — # 2 ;(# 2 -*- & 2 ), 

(IV) 

y = /( #- — a 2 )(# 2 -f- 6 2 ), 

(V) 

y = ^/(# 2 -h a 2 )(# 2 -i- 6 2 ). 


Voici, pour chacun de ces types, une substitution r£elle propre a 
ramener Pint^grale 

a la forme canonique de Legendre. 

Type L — Soit 

y = x' l )( b'i—x*), a 2 >6 2 . 

La quantify* devant etre r^elle, x 2 est ext£rieur k l’intervalle 
a 2 , b 2 . Deux cas sont a distinguer suivant que x 2 est inferieur a b 2 
ou sup^rieur k a 2 . 

Premier cas : x 2 < 6 2 . — On fait x = bz) eL Ton a 
j = a*v'(i — a‘)(r — ^ 3 z s ), * , = |;<i. 


Le radical est done ramene & la forme demandee avec un module 
reel moindre que l’unitl. Faisant ensuite 

z = sn 

on a 

a7=&sn&, y/^ 2 — #2 = b cni^, /a 2 — x-= a dna, 

y = abenu dnu , 

1 = “ /* <&(£ 2 sn s &) du . 


Deux ie me cas : x 2 > a 2 . — Posons 


#=-* **< 1 , 

* 


aoas a yobs , 
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Le radical est encore ramen£ a la forme demandee, et en posant 
- = snw, on a 


snu 


V 7 # 2 — a 2 = a , 

/a? 2 — 6 2 = a - — K , 

sn u 

srn* 

. cnw dnw 


y = a 2 ; 5 

sn. s w 


1=-- f 

\sa 4 w, 

J du . 

v/( a 2 — # 2 ) (a? 2 — 6 2 ), 

# 2 > 6 2 . 


Type II. — Soit 


Pour quey soit reel, il faut que x 2 soit compris entre a- et b 2 . II 
siiffit de faire 

a i — x 1 — x >2 : #' 2 <« 2 — & 2 , 


pour ramener l’integrale 

/ <ft(# 2 ) dx 


a l’int6grale 


x*)(x* — b 2 ) 
<ft(a 2 — a/ 2 ) dx ' 


__ (* Ajai—x'^dx' 

J \/(a 2 — a?' 2 )(a 2 — b*—x ri 

qui rentre dans le type I. 

Type 111. — L’integrale 


f v/( a * — 


<R(a? 2 ) 


: cfo, a ? 2 < a 2 


- x*)(x*-h b 1 ) 
se ram&ne de m£me au type I par la substitution 

a* — a? ! = x r *, 

qui donne l’int6grale 

J */(a 4 — a?' 4 )(a 4 H-i 4 -a;' 4 ) 
Type IV. — L’int6grale 




&(«*) 


«*)(»»+ is ) 


> a 4 , 
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pouvant s’^crire 

i 

ab 



est du type III si l’on y consid&re ^ comme la variable. On la ra- 
menera done au type I par la substitution 


i L = a?' 2 . 

a 2 


Type V. — Enfin 1’int^grale 


/; 




: dxj « 2 > 6 2 


v/(^ 2 +a2)(a?2-h 6 2 ) 
se ram£ne egalement au type I par la substitution 

a? 2 -f- a 2 = a;' 2 . 


qui 


i la transforme en 


/ 


fr(x'*—a*)dx r 
\/( x ri — < 2 2 )(#' 2 — - 4 - 




153. Reduction d la forme canonique de Legendre en quantity s 
r6elles quand y est la racine carrSe d’un polynome du quatridme 
degr6. — Nous allons montrer que 1’on peut toujours, par une 
substitution r£elle, transformer un polynome du quatrieme degre 
a coefficients r^els en un polynome bicarre de la forme 

A(a? 2 H-a)(x 2 4- P), 

A, a et 6tant reels. On sera alors ramen£ au cas prudent. 

On sailqu’un polynome du quatrieme degr£, a coefficients r^els, 
peul 6tre decompose, au moins d ? une maniere, en un produit de 
facteors r£els du second degr£. On peut done supposer 

y '== \/G(^+2ma? + n)(^+ + v), 

C, Mj v etanl rdels. Faisons x = t ^tant la nouvelle 

variable, pe tq deux constantes. En substifcuant dans y et r6dui- 
sant an mgrae deoonaiaatear, noas anroas sons le radical le pro- 
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duit de deux trinomes en t . D^terminons p et q de facon que ce$ 
trinomes ne conti ennent pas de termes du premier degre en t : 
nous aurons les deux Equations 


00 

qui donnent 


i pq 4- m(p 

I pq- 'r H-(/> -t- S') -H V = 0 , 


p + q 


n — v 

pt, — m 1 


pq^ 


rri') — n^L 
pi — TYl 


Les quantity p et q sont done racines d’une Equation du 
second degr6; pour qu’elles soient r^elles, il faut et il suffit que 
la quantite 

k — (n — v)~ — 4 (pt, — m)(mv — n[±) 

sort positive. Nous allons verifier que, si le polynome du qua- 
trieme degre en x n’est decomposable que d’une fa^on en fac- 
teurs reels du second degre A, est positif; et que si cette decom- 
position est possible de plusieurs fa^ons, on peutioujours la faire 
de telle mani&re que A soit positif. En effet, appelons £>, c, d 
les quatre racines de ce polynome, a et b £tant les racines de 
a mx 4- n 1 c et d celles de x 2 ~h 2 \lx-+- v. On a 

2m = — (a, A- b), n = abj 2pi = — (c -h d), v = cd. 


Substituant dans A, on trouve 

A = (a — c){a — d)(b — c)(b — d). 


Si a, b, Cj d sont imaginaires, a et b sont conjugu£s, c et d aussi; 
A est positif. 

Si a et b sont reels, c eld imaginaires conjugu^s, A est positif. 

Si les quatre racines sont r belles, on peut decomposer le poly- 
nome du quatrieme degrd en x de trois fagons difierentes en deux 
facteurs reels du second degr£ : supposons qu’on ait fait la decom- 
position de fagon que a >> b ]> c > d\ alors A est positif. 

Ainsi, dans tous les cas, aprfes rintroduction de la nouvelle va- 
riable t ) y prend la forme 

✓A (<*-h «)(**+■ P) 
y ~ (1 +«)’ 


(A, a, p etant reels); 
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On la ramenera a la forme canonique de Legendre par une des 
transformations indiqu^es dans le numero prudent. 

Remarque . — Si 1’on considere x comme l’abscisse d’un point 
sur une droite, la determination des yaleurs de p et q revient a la 
recherche des abscisses des points qui divisent harmoniquement 
les deux couples de points ayant pour abscisses les racines des 
deux trinomes 

X^^rlTYlX -h n, X* 2 fl X V . 


154. Cas oft le polynome sous le radical est du troisi&me deg re. 
— Si Ton a une integrate elliptique 


avec 


/ 


S (x) dx 

, 

y 


y = sfax^-'r-Zbx' 1 3 cx d , 


on peut encore, par une substitution reelle, ramener cette inte- 
graie &la forme canonique de Legendre. Le polynome sous le ra- 
dical ayant toujours une racine reelle a, il suffit de faire 

x — a = t* 7 


pour 6tre ramen£ k une integrate dans laquelle figure la racine 
carr^e d’un polynome bicar re en t . 

Mais, dans ce cas, il est plus simple d’employer la forme nor- 
male de M* Weierstrass, comme on le verra dans le Chapitre sui- 
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REDUCTION a la forme normale de m. weierstrass. inversion. 


I. — Le POLYNOME SOUS LE RADICAL EST DU 

155. Reduction k la forme normale. — Soil a calculer l’inldgrale 

R ( •X/') doc • • 

-- - L - - j ou X est un polyndme du troisieme degre 



Si nous effectuons dans X la substitution 


x — m z -+- /i, 


nous pourrons disposer des constantes m et n de facon que le 
polynome Z transform^ de X soit de la forme 

Z — — g 3, 

g 2 et g% d^signant des coefficients constants. Onreconnait imme- 
diatement qu’il suffit de poser 

_____ 6 


On voit alors que Ton est ramen£ a considerer une integrate 



S ( z)dz 


/4-s 3 — g$z — g% 


S ( 5 ) designant une fonction rationnelle de s. On dit qu’nne in- 
tegrate de cette forme est de la forme canonique de M. Weier- 
strass. 
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Si Ton pose ensuite 




dz 




on en tire, en faisant Pin version, 

* = pO; g%> 

et Pint6grale elliptique I devient 



S(pu) etant une fonction rationnelle de pu . On calculera cette 
integrate par la ntethode de decomposition en elements simples, 
comme on I’a explique au n° 50. 

Les p&iodes de la fonction pu se calculent d’apr&sles for mules 
du Chapitre VI. 


156. Remarques sur l’inversion. — Nous avons vu, des le debut 
de cet Ouvrage, que, si Ton construit la fonction pu avec deux 
p^riodes arbitrages 20 et aco' de rapport imaginaire, cette fonc- 
tion z = pu v^rifie une equation de la forme 



g» et g % 6tant des constantes denies en fonctio n des pdriodes 
par certaines series. Inversement, 6tant donn^e une equation de 
cette forme ou g s et g z ont des valeurs d^termntees choisies 
arbitral rement, on peut toujours conslruire une fonction 
P( u > gzi gz verifiant cette Equation. Cela r^sulte, comme nous 
Tavons d6 k remarque au n° 34, de ce que la fonction du est re- 
present^ par une sdrie entire en u, g 2l g z convergente quelles 
que soient ces quantiles et que la fonction 


z = pu = 


<?%u — 
<f*u 


v6rifie y 6 quation ( 1 ) quels que soient g% et g z . 

^ oas »Ho®»s jappeler comment, g+ et g % ayant des valeurs 
qnelco aqnes, on etit calcnler one paire de p&iodes pri- 
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mitives de pu et verifier que Ja fonction pw, construite avec ces 
periodes, satisfait bien a liquation (i). 

Premier gas : Discriminant positif. — Supposons que dans 
liquation 

(0 =\z*- gi z-g s> 

g'l et gz soient r£els et que le discriminant du second membre 
A = g\ — 2 lg\ so ^ positif. Les racines e { , e 2 , e z sont r£elles. 
D^terminons les valeurs co et co 7 par les egalites 



de sorte que to ety sont des quantiles r^elles et positives, et 

construisons la fonction pu qui admet pour periodes primitives 
2 co, 2 to'. 

Cette fonction pu satisfait a une equation differentielle 

(£) s=43S_Gsa “ G,) 

dans laquelle G 2 et G 3 ont des valeurs reelles rendant le discri- 
minant G® — 27 G^ positif. II s’agit de demontrer que Pon a 

G 2 = £2, * G a = g z . 

Pour cela, rappelons que les demi-p6riodes co et to 7 de la fonction 
pu peuvent se d^duire des coefficients de liquation diflKrentielle 
v6rifi£e par cette fonction au moyen des egalites 



en d^signant par Ei la plus grande et par E 3 la plus petite des 
racines du polynome 4 ^ 3 — G%z — G*. En comparant ces fex- 
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pressions de co el de y aux integrales ( 2 ) et (3) qui ont servi de 
definition a ces quantiles, on est conduit aux tgalitts 


da —I — 

J ei gz& — gz ^ /4* 3 — G 2 z — G, 

i: 


__ ds_ 

J_£ s /4 s 3 — G 2 


.3 -+- G3 


/ 4^ 3 ^ 2 * 4-^3 

Mais, d’aprts le raisonnement fait au n° 141, les tgalites pre- 
cedentes exigent que 1’on ait 

Ei = , £5=^2, E 3 = 63, 

et, par suite, 

^ 2 =^ 2 ? Gs — g 3 - 


Done Pequation diflerentielle donnte est vtrifite par la fonc- 
tion pu qui admet pour periodes primitives 2 w et 2 co', co et ^ se 

deduisant des coefficients de liquation donnte k l’aide des inte- 
grales ( 2 ) et (3). 


Deuxiemecas : Discriminant negatif. — £tant donnee l’equa- 
tion difFtrentielle 

dans laquelle g» et g z sont rtels, et tels que Pon ait 
A =gl — *7gl < 0 , 


nous allons construire une fonction pu verifiant cette equation 
difierentielle. 

Soient e 2 la racine rtelle, e { , e$ les deux racines imaginaires 
conjugates de 4 s* — g%& — g% = o ; posons 


pais 



dz 

/4«*— ^s-s — Ti 


1 


< = r 4 “ rf* 
* «/_*, /4 a*— 




“*=^ L T- 2> 
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et construisons lafonctionpw qui admetpour periodes primitives 

2t0i , 2 0) 3 . 

Cette fonction pu satisfait a une Equation difiterentieile 

(dz\ 2 

(as) = 4^ 3 — G 4 s— -G 3 ; 

les periodes acoj, 2 cd 3 4tant imaginaires conjugu^es, on sait qne 
G 2 et G 3 sont reels et que le polynome 4 * 3 — G 2 s— G 3 admet 
une seule racine r^elle : soient E 2 la racine reelle, E l5 E 3 les ra- 
cinesimaginaires conjugu^es de ce polynome; de plus, on a 

dz 

t*>2= / "7= ■ == > 

Je, y /\Z* — G iZ — G 3 

Wj _ dz 

1 •> - E. 'S 3 — G 2 2 H- G 3 

II s’agit de d&montrer que G 2 et G 3 sont egaux respectivemenl 
a^ 2 et^ 3 . 


D’apres ce qui precede, on doit 

avoir 

+ 

8 

II 

r +a dz 

Je, y/(- — ^i)(z — e%)(z — e 3 ) 

Ej s/{z — Ei )(>3 — Ei)(* — K 3 ) 

et 


II 

8 

+ 

dz 

J—e* vA. 3 "+" ) (& H” e 2 )(Z "+" 6 3 ) 

- Ej y/( 5 ”i“ Ei )(-S -+- E-2 ) ( Z -+* E3 ) 


Mais nous avons vu (n° 139) que ces ^galites ne peuvent avoir 
lieu que si E 2 , E <? E 3 sont ^gaux respective men t a e 2 , e u e 3 et 
par suite si l’on a 

G 2 =^ 2 ? G 3 = ^3- 

Donc la fonction p u que nous avons construite avec les pe- 
riodes , 2 ( 1)3 satisfait a liquation differen tielle donnee. 

II. — Le POLYNOME SOUS LE RADICAL EST DU QUATRIBME DBGRE- PREMIER 
MODE DE REDUCTION OU L’ON NE SE PREQCCUPE PAS DE LA RBALITE. 

On a d£ja donn<§ n° 1S2 une methode pour faire ^inversion de 
Tint^ffrale f dz — en se servant des fonctions de Jacobi. Mais, 

6 J \ZFTo 
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pour appliquer cette m4thode dans le cas g^n&ral, il faul decom- 
poser F(^) en un produit de deux facteurs du second degr£, ce 
qui conduit k rdsoudre une equation du troisieme degre. 11 y a 
inter&t a eviter cette question auxiliaire, surtout lorsque le poly- 
nome du quatri&me degre F(^) n’a pas ses coefficients nume- 
riques et contient des constantes arbitrages, comme cela se pr£- 
sente souvent dans les probl&mes de M^canique. Cette difficulty 
se trouve ecart^e quand on fait l’inversion en se servant des fonc- 
tions de M. Weierstrass. 


157. Cas particulier. — Parmi les formes di verses que pent 
prendre la formule d’addition de la fonction pu^ nous avons ob- 
tenu la suivante (n° 45) 


pu — p(u H-P) 


1 ± /R'g-P.'fV 

2 du\pu — pv ] 


Si done on pose 

(0 


1 p r u — p r v 

2 pU — pV 9 


en regardant v comme une constante et t comme une fonction de m, 
cette fonction verifie liquation different! elle 

(£) i=[pM “ p(M+p)]! - 

Nous allons exprimer le second membre en fonction de t et ve- 
rifier qu 7 il est un polynome du quatri&me degre en t. 

Dans tout ce qui suit nous rendrons les resultats plus faciles a 
retenir en employant une representation geomytrique. 
Considerons la cubique 

decrite par le point de coord onnees 


x = pu y y = p r u. 


cubique 4tudiee aux n°® 58 et suivants. Coupons cette courbe par 
une s^cante passant par un point fixe P de parametre p et un 
point variable de parametre u\ le coefficient angulaire de la s6- 
cante est 


a 


pu — pp 
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et le troisieme point d’intersection a pour parametre — 

(n° 60). Nous avons obtenu dans le n° 60 des formules qu’on peut 
^crire, en y rempla^ant a par 2 1 , 

[pw — pp] + [p(w-f-p)-p(p)] = * 2 — 3pp, 

[pu — pp][p(w-bp) — p(p)] = \(p'>v-ztp' p); 

ces identity montrent que pu — pp et p(w-j-p) — pp soot ra- 
cines d’une Equation du second degr£ ayant pour coefficients des 
polynomes en t . En ^levant la premiere au carre et en en retran- 
chantle quadruple de la seconde, on a 

[pw — p(l*4-p)l 2 =(f 2 — 3pp)2— 2(j/p — 2tp'v), 

et liquation differentielle que v^rifie t peut s ? 6crire 



en posant 

/(«) = (** — 3p?)*— 2 (p f P — 2 tpv). 

Les racinesde ce polynome /(z)sontles moiti6s des coefficients 
angulaires destangentes menses du point Pa la cubique; en effet, 
si t devient egal a une de ces racines, on a p u — p{u 4 - p), et 
la secante de coefficient angulaire 2 1 coupe la cubique en deux 
points confondus. 

En resume, si t est ddfini en fonction de u par l’equation 

. dt 
du = ■■■■;, -:,r- > 

mn 

t peut s’exprimer en fonction uniforme doublement pdriodique 
de u par la formule (i) et il en est de mime de qui est 

egale k~- On exprime ce resultat en disant qu’on aresolu le pro- 

bllme de l’inversion pour le polynome /(/). Ce polynome du 
quatrieme degre en t ne renferme pas de lerme en t* et conlient 
trois eonstantes arbitraires, qui sont l’argument v et les deox inva- 
riants g -2 et g 3 de la fonction p. 

Nous allons voir que, si le polynome sous le radical est un po- 
lynome du quatrieme degrl quelconque, on pent toojoors, aprls 
en avoir fait disparaitre le terme en i*, l’identifier avec f(t). Le 
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cas particulier que nous venons de trailer nous donnera done la 
solution du probleme de Finversion pour un polynome du qua- 
tri6me degr6 quelconque. 

1S8. Le cas g6n6ral ramen6 au cas particulier precedent. — 
Soit un polynome donn6 du quatrieme degre 

<p(£) = 6a 2 £ 2 -h 4a 3 Z -ha 4 , 

d£barrasse du terme en t z . En Fidentifiant avec le polynome fit) du 
num^ro prdeddent, on trouve, en vertu de 2 p"v = i 2 p 2 v — g 2} 

pp = — ot 2 , p^ = a 3 , g 2 — 3p 2 o = a 4 . 

La derni^re de ces dgalitds pent etre remplacde par la suivante 
gi = a 4 -f- 3 a|, 

et Fon voit que les trois eonstantes pp, p r v et g 2 se trouvent de- 
terminSes. La valeur de g z peut se d^duire de l’dquation 

p'*v = 4p*v-g 2 pv-g z ; 

elle est dgale a 

^ 3 = a 2 a 4 — a§ — af. 

On a done, pour identifier les deux polynomes, les relations 
concordantes 


g% — a *-i- 3a|, g z — a 2 a 4 — a| — a|, 

pv =— a 2 , p r v = a z . 

Ces relations d&Snissent les deux invariants g 2 et g z et F argu- 
ment constant v. 

Si le polynome donnd est un polynome F(s) renfermant un 
terme du troisi&me degre 

F(z) = a^z^-h 4#i£ 8 H- 6a 2 s 2 H- 4a 3 s-*-a 4 , 
on fera disparaitre le second terme en posant 


on a afors 


z = 


t — 


ft. 
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OU 

.. _ aoaz—al a z al — Za^a x a 2 -\~ ia\ 

a 2 — -5 9 a 3 = ? 

«» a? 

_ « 4 a§ — 4^o a i a 3"f"6°o iZ 2®i — 3aJ 
a 4 aj 

On trouve enfin, pour^s et£- 3 , les expressions suivantes 

o * s 

£ 2 = «4+ 3<x* = “2 > 

a 0 

T 

^3= a 2 ai— a* — a| = 

en posant 

S — (Xq #4 — 4«1 #3 -+■ 3 CL | , 

T — -h 2<2i<2 2 a 3 — a\ — a§a\ — a\a±. 

Remarque . — S et T sont les invariants du polynome 
4 "+■ 6 4~ 4 #3^ — {- # 4 . 

Si Ton calcule les valeurs particuli&res de S et de T pour le po- 
lynome 

f(t) = « 4 — 6 ^pp h- 4 ?j)'p -h ^ 2 — 3p 2 P, 
on trouve g 2 et g* 3 . 

On obtiendrait done immddiatement les relations donnant g 2 
et gz en 6 galant les valeurs des invariants des deux polynomes 
que Ton veut identifier. 

Les expressions de pv et de p r v en fonction de a 0 , a u a 2 , a 3 , 
a h s’obtiennent de m£me en remplagant a 2 , a 3 , & 4 , par leurs va- 
leurs; on peut alors £noncer la r&gle suivante : 

159. Bdgle. — Soil F (s) un polynome du quatriSme degre 
quclconque 

F(s) = a 0 £ 4 -f- 4 «i^ 3 H- 6a 2 £ 2 -{- ia 3 z -+- a k1 

et soient S et T les fonctions suivantes des coefficients de ce po- 
lynome 

S = a 0 a k — 4 aia 3 H- 3a|, 

T = a 0 + 2a i a 2 a z - : - af — a^a\ — a\ a 4 . 
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Si l’on prend les fonclions elliptiques ayantpour invariants 


et un argument constant 9 d^fini par les egalit^s 

a*a\— 3 a 0 2 a\ 


a\ — etnas 

P p = ’ 


P v = 


et si Ton pose 

on a 
puis 


a Y , i p'u — p'v 

z = — ? 

a 0 2 pu p p 

\/W{z) = /al [p u — p ( u + p )], 

I J clz u _ r dz 

7 ^ U ~ 7 W)' 


ce qui donne la solution du probUme de Tinversion pour le poly- 
nome du quatrieme degr£ F(s). 

A un point de vue g6om£trique, ces formules peuvent aussi 
s’interpr6ter comme il suit : 

Si Ton considere la courbe du quatrieme ordre 


z = /F(i ) 5 

les coordonnees Z et z d’un point de cette courbe peuvent s 7 ex- 
primer en fonctions uniformes du param&tre u par les formules 

ai i p r u — p'p 

* = -+- - c — , 

a Q 2 pu — pp 
Z = \J~a% [pu — p(w+ p)]- 


III. — Inversion en quantites reelles. Discriminant positif. 

160. Expression elliptique des racines d’un polynome du qua- 
tri&me degrd. — D’apr&sce qui precede, (Slant donn<§ un polynome 
du quatri&me degre 

F(*) = 4ai^ 3 + 6a 2 « s 4-4^3^4- «4, 

si Ton pose 

ip r u—p'v 

— 2 pu — pv * 
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les invariants des fonctions elliptiques et Fargninent constant t? 
6tant convenablement cboisis, le polynome F(s) prend la forme 

F ( 5 ) = «o [ J> U — p( « -+- P)] 5 . 

Cette forme permet de trouver simplement les valeurs de l’ar- 
gument u qui correspondent auxracines de F(z). Pour Pune de 
ces valeurs, on doit avoir 


ou bien 


jjk-P(bh-p) =o, 
w-bP=±:w-j-27na)-4-27ia>', 


m el n dtant des nombres entiers. On ne doit pas prendre le 
signe +, puisque v n’est pas un multiple des periodes. En prenant 
le signe — , on trouve 

v , 

-+- m co -+- n to , 

2 ’ 


et il suffit de consid&rer les quatre valeurs suivantes de u : 


u Q = — 


u L = - 


■ ~h co, 


W2 = — 


U Z — — ~t— CO - 

2 


161. Discussion relative A la reality des racines. Cas oil le dis- 
criminant est positif. — Nous supposerons dans ce qui suit que 
les coefficients de F(z ) sont rdels, de sorte que, lorsqu’on fait 
l’inversion, g 3 et g 3 sont reels. De plus, nous nous limitons pour 
le moment au cas ou le discriminant est positif. La courbe 

* = P“, y = ?'u 

se compose d’une ovale et d’une branche infinie. Les valeurs 
de pi> et-.p'f etant r4elles, v est le parametre d’un point r4el de la 
courbe. L’une des pdriodes w estrdelle, l’autre o/ purement ima- 
ginaire. 

Les arguments , u , , u 3 , u§ sont les parametres des points de 
contact des tangentes men4es & la cubique x = pu, y — p'u par 
le point de parametre v ; les valeurs correspondantes de 

t = L p'm — p'p 

2 pil — JJP 

sont les demi-coefficients angnlaires des quatre tangentes, et Pon 

A. ET L. 


*7 
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voit, en se reportant a 1’ expression de z en fonetion de u , que le 
nombre des racines reelles de F(s) est 6gal au nombre des tan- 
gen tes reelles qu’on peut mener & la cubique par le point de para- 
m&tre v. 

Nous avons vu (n° 63) que les quatre tangentes sont ou toutes 
reelles, ou toutes imaginaires suivant que le point p apparlient k 
la branche infinie ou a i’ovale, c J est-&-dire (n° 63) suivant qu’on 
a a la fois 

pc?>0, p n V > o, 

ou que 1’une au moins de ces in^galitds n’est pas verifiee. 

D’apres la valeur de pv en fonetion des coefficients du poly- 
liome, on peut enoncer ce resultat ainsi : 

Bans le cas du discriminant positif le polynome F (z) a ses 
quatre racines reelles, si Von a a la fois 

a\ — a 0 aj>o, i2(a? — a 0 a 2 ) 2 — Sa§ > o. 

Si l 3 une de ces inegalites rHest pas verifiee, le polynome a ses 
quatre racines imaginaires . 

Les quatre racines rangees par ordre de grandeur . — D£- 
signons par 

z \, ^ 3 ) 

les valeurs de js et par 

to, t !, , t 3 

les valeurs de t qui correspondent aux arguments 

Uo t U 1 , U 3 . 

Dans le cas ou les quatre racines sont reelles, les quatre valeurs 
de z sont rangdes dans le m^me ordre que les valeurs correspon- 
dantes de t . 

Or on peut voir sur la figure (fig- 20 ) dans quel ordre sont 
ranges les coefficients angulaires des quatre tangentes menses du 
point P de param&tre p, en remarquant que ehacune de ces tan- 
gentes n r a d’antre point snr la courbe que le point P et son point 
de contact. En supposant 

O < P < 0>, ' 

voit (figi so) que les valeurs de t sont rangees dans Fordre 





162. Inversion en quantity rlelles. — Supposons que Ton ait 
fait Pinversion de l’integrale 

dz 

s/Wil ) 3 

par la mlthode des n os 158 et 159. Cherchons quelles valeurs de u 
Pon doit prendre pour que z et yF(z) soienl riels tous les deux. 

i° Cas oil les quatre ratines sont imaginaires . — Alors F ( z ) 
est toujours du signe de a 0 . Si done a 0 est nlgatif, y/F (z) n’est 
jamais riel en mime temps que z . Si a 0 est positif, il suffit que s 
soit riel pour que y/F (z) le soil, e’est-a-dire que 

t — I 

2 pU — pV 



soit reel. Or, puisque les quatre racines sont imaginaires, le 
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point P, de parametre p, appartient a Fovale. Si nous menons par 
ce point P une s 4 cante de coefficient angulaire cette sdcante 
rencontre toujours, quel que soit t, la courbe en un autre point 
appartenant a Fovale et en un point appartenant a la branche in- 
finie. En d’autres termes, a une valeur r^elle de t correspondent 
pour u une valeur reelle et une valeur de la forme a-{- to', a 6 tant 
reel. 

Ainsi, quarid les quatre racines sont imaginaires , il rfy a 
de solution que si a 0 est positif; on doit prendre alors u reel 
ou u — 0/ reel. 

2° Cas ou les quatre racines sont reelles . — Le point de 
parametre v est alors sur la branche infinie de la cubique, comme 
dans la fig . 20. 

L’argument p peut alors 4 tre suppose r^el et compris entre — <0 
et to (n° 63 ). 

Nous ferons la discussion en supposant 

0 < t>0, 

ce qui est d’aecord avec la figure, et nous ecrirons 
F(s) = a 0 (z — z 0 )(z — z 3 )(z — z 2 )(z — 

les racines se succ£dant dans le produit suivant Fordrede grandeur 
d^croissante. 

Soit cTabord a 0 > 0. Comme s est suppose reel, pour que 
\/F(s) le soit, il faut que z v^rifie Tune des megaliths suivantes : 

ou bien que t v^rifie Fune des suivantes 

i>hy h>t>t 2 , t<t l . 

Or le point P se trouve maintenant sur la branche infinie. Si nous 
menons par P une s^cante de coefficient angulaire t et si l’on a 

ou £<*i, 

les deux points variables d’intersection appartiennent k la branche 
infinie : les valeurs eorrespondantes de u sont reelles. Si Fon a 
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les deux points variables d’intersectionapparliennent a l’ovale et, 
pour chacun d’eux, u — co' est r^el. Ainsi , quand a 0 est positif , 
on doit prendre u rSel ou bien u— d reel . 

Soit maintenant a 0 < o, on doit avoir 

£o > t > £3 OU h>t>t L . 

Si l’une ou P autre de ces inegalites est v£rifi£e, la secante 
menee par P et dont le coefficient angtilaire est 2 1 ne rencontre plus 
la courbe; les abscisses des deux points variables d’intersection 

J)U, p(a-Hp) 

doivent 6tre imaginaires conjugu^es. Or, si nous posons u=a-hbi , 
a el b £tant r^els, la formule d’addition montre que + bi ) 

et p(a — bi) sont imaginaires conjugues; il faut done que Pon ait 


ou bien 


pO-h<z h- bi) = p(a — bi) 

0 -h a~\- bi — zh{a — bi)- 4- 2 mu 4- 2nu ) 


m et R etant des nombres entiers. On ne peut pas prendre le 
signe + , car, en £galant les parties r^elles, on trouverait 


ce qui n’a pas lieu; on doit done prendre le signe — et l’on a, par 
suite, 

P + 2(2 - -h 2 7lid \ 

n doit £tre nul, puisque v et a sont supposes r6els, et l’£galit£ 
peut s’dcrire 

p 

a ~ h mu, 

2 

ou il suffit de consid&rer pour m les valeurs 0 et 1 . 

Nous trouvons done, comme condition n6cessaire, que u doit 
6tre de l’une des formes suivantes 


u — — - 
2 


co h- ibj 


b dtant r6el. Nous allons verifier que cette condition est suffisante. 
On voit d’abord que, si u a l’une des formes pr6c6dentes, t est 
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reel. Ed effet, on a, d’apres Interpretation geomdtrique de t , 
comme demi-co efficient angulaire de la s£cante, 


Si 


1 1 

2 pU pUi 


U\ = — ( u ■+■ ?)• 



J 



u et u K sont imaginaires conjugues; il en est de m&me de pzz et 
de pu { , puis de p'u et de p ! u h : done t est reel. Si 


u — - 


ll Y = 

U\ -h 20) = 


--(i 


— 1 h 0) ■ 

2 


ib, 

•»), 

26 . 


Done pa et jdk, d’une part, p'w et d’autre part, sont ima- 
ginaires conjugues, t est encore r6el. Dans les deux cas, la s^canle 
de coefficient angulaire 2 1 , menee par P, rencontre la cubique en 
deux points imaginaires. II faut done que l’on ait 

h>t>h ou h>t>ti. 

Done enfin, pour une valeur de u de l’une des deux formes consi- 
dfirees, z et y/F (s) sont r6els tous les deux. 

Ainsi, dans le cas ou les quatre racines sont reelles et ok a 0 

est nigatif, on doit prendre u -1— — ou bien u + - — to pure- 
ment imaginaire. 

La demonstration a 6li faite en supposant o < p < to. Le rdsuJtat 
est encore vrai si v est compris entre 0 el — to. 

16 3. R& amsfr. ^ Le discriminant 6tant positif, si l’on veut que 

* 66 soi «®* tens les deux, la forme de l’argnment u 

eSt denude par la i£gle suivante : 

* Les qtmre fiMmes de ¥(z ) sont imaginaires . Si a n dst 
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positif, on doit prendre u r£el on Lien u — to' r6el; si a 0 est n6- 
gatif il n’y a pas de solution. 

2 ° Les quatre ratines de F (z) sont reelles. — Si a 0 est po- 
sitif, on doit prendre u r6el ou bien u to' r^el. Si a 0 est negatif, 

on doit prendre u + ^ ou bien u + ^ — (o purement imaginaire. 

Ges cas i° et 2 0 sont les seuls qui peuvent se presenter quand 
le discriminant est positif. 

IV. — Inversion en quantites reelles. Discriminant negatif. 

164. Racines de F(^). — Soit, comme precedemment, Ie poly- 
nome du quatrieme degr£ a coefficients reels 

F(^)= 4<3i£ 3 -H 6a 2 ^ 2 -l- ^a z z -f- a k . 

Les quantity g 2 etg 3 etantcalculees comme plus haut en fonction 
des coefficients de ce polynome, nous supposons maintenant le 
discriminant g \ — ^g\ negatif \ 

Nous d£signerons, comme au n° 132, par to < et co 3 un couple de 
p&riodes primitives de la fonction p, p£riodes que l’on peut sup- 
poser actuellement imaginaires conjugu^es 

2(0!= (0 2 — (Oj, 2l0 8 = W 2 -h to' 2 , 

to 2 d^signant une quantity reelle et to' une quantite purement 
imaginaire. 

On voit imm6diatement, comme au n° 160, que, si l’on pose 

x _ ___ l — p r 9 
a 0 "2 pw — pv ’ 

les invariants de la fonction p et l’argument constant v &ant con- 
venablement cboisis, les racines du polynome F(*) correspondent 
aux arguments 

p p p p , 

= ? u 1 = f- o)j, H’l — H toi -+- 0)35 u % = — - + W3. 

2 2 2 2 

Nous supposons que les coefficients de F (^) sont r£els ; alors 
les quantiles qui ont servi a d^finir pp et p'p sont reelles, et Fon 
peut to uj ours supposer v rdel et compris entre — et to a . 
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On voit done que F(j z) a deux racines reelles correspondant 
aux arguments 


Uq = — 


V 

— 7 
1 


V 

u% = — " -J— co 


et deux racines imaginaires conjugates correspondant aux argu- 
ments 

— v -+- co 2 — to* — p H- u) 2 4- wi 

7/ . — _ . 7 / . — - _ r. * 


Si L J on considtre la courbe 

& = pu, y = p r u, 

preetdemment ctudiee (n° 142 ), on sait que cette courbe n’a pas 
de points rtels en dehors de la branche infinie reprtsentte sur 
la Jig. 19. Le point P de parametre p est un point de cette branche. 

Par ce point on peut mener a la courbe deux tangentes rtelles. 
Les demi-coefficients angulaires de ces tangentes sont les valeurs 
que prend le rapport 

t — I ELfin P fy 

2 pu — pv ? 


pour u r= u<y et u = u 2 , valeurs que nous designerons par t Q et t 2 . 
Dans la discussion qui va suivre nous supposerons 

o < v < toj ; 

on voit alors sur la Jig . 19 que Pon a 


et Pon en conclut 


^0 ^2 

Zo>Zi- 


165. Inversion en quantity reelles. — Cherchons quelles Va- 
lero* de u ilfaut prendre pour que z et y/F(a) soieut rdels tous les 
deux. Comme on a 


F(*)=«*(-s — *<>)(* — zt)(z — *i)(z — z 3 ), 

etque ets*'soat imaginaires conjugu^s, il suffit, si z est d6ja 
reel, que l’on ait 

a 0 (z — z 0 )(z — z t )> o. 

i° Sapposons d’abord que a 0 est positif il faut que z v&rifie 
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l’une des in^galitis 

3 > 30 OU 3 < 

et par suite que t v&rifie l’ime des inegalit^s 
t to ou t <C. 5 

une sdcante, men6e par P et dont le coefficient angulaire est dgal 
a ai, rencontre alors la courbe en deux points rdels. 

Done si a Q est positif ) on doit prendre u riel. 

2 0 Supposons maintenant que a Q est negatif; t doit verifier la 
double in6galit6 

*2<*<*o; 

la secante, men6e par P el dont le coefficient angulaire est £gal 
a 2^ ? ne rencontre plus la courbe. Les abscisses des points va- 
riables d’intersection 

pu , p(b + p) 

doivent 6lre imaginaires conjugu<§es. C’est cette condition qui, 
dans le cas actuel, va nous determiner la forme de u . 

Posons u = a 4- bi, a et b etant rdels p(a + bi) et p(a — bi) 
sont des quantit6s imaginaires conjuguees : onle verifie a l’aide de 
la formule d’addition. On doit done avoir 

p(p -h « -h 6i) = p(a — bi) 

et, par suite, 

v H- a 4- bi = ±(a — bi)-h 2 mw l -+- 2/10)3. 

Prenons d’abord le signe — ; l’dgalitd devient 

aa + p = amo)^ 2nu) 3 

= 77 % ( 00 9 — CO g ) -f- /i( Cl> 2 “f” COg 

Comme a et p sont rdels, on doit avoir n = m, et l’^galite rdsolue 
par rapport a a devient 

a — h m co* ; 

2 27 

il suffit de donner 4 m les valeurs 0 et 1. Pour m = o* u + - est 
purement imaginaire. Pour 7/2=1, u + ^ est dgal k une quantite 
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purement imaginaire augmentee de to £ . Mais ce cas rentre dans le 
precedent si l’on remarque que (n° 135) 

p(w 2 -Ha)==p(w' 2 -+- u). 


R^ciproquementil est facile de verifier que, pour un argument u 
de la forme 



ou b designe un nombre reel, t est reel el compris entre t 0 et 1 2 . 
En effet, puisque 2 t est le coefficient angulaire de la secante allant 
du point P dont le.param&tre est v au point dont le parametre est a, 
on a 


Si Pon prend 
on a 


1 p'u ~p'u i 

2 pil — pUi’ 


Ui — — ( IL -+* P). 








etl’on voitque pu et pu { d’une part, p'u et p'u { d’autre part, 
sont des quantites imaginaires conjuguees. Done t est reel. De 
plus la secante mende par P et de coefficient angulaire 2 1, rencon- 
trant encore la conrbe en deux points dont les abscisses sont des 
quantity imaginaires, t est necessairement compris entre t 0 et t». 
Done a. une valeur de u de la forme consideree correspondent 
des valeurs rtelles de z et de \f$Jz). 

Nons avons choisi le signe — dans l'egalite exprimant que pu 
etp(«+ vj sont imaginaires conjuguees. En cboisissant le signe + 
dans la meme egalite, on serait conduit & des arguments pour les- 
quels p u et p(w + 0 ) seraient bien encore des quantitds imagi- 
naires conjugates, mais ne rendant pas rtels z et y/F(z), 

Ainsi, quand a^estnigatij, ilfaut prendre u + - purement 
imaginaire. 
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166. R$sum6. — Pour que z et y/F(s) soient r£els tous les 
deux : 

Quand a 0 est positif, il faut prendre u r£el ; 

Quand a 0 est negalif, il faut prendre u~h ^ purement imagi- 
naire. 


V. — Methode de M. Hermite. 


167. Methode g6n6rale. — M. Hermite a donn6 le mojen de 
ramener a la forme canonique adoptee par M. Weierstrass une in- 

/ doc 

— dans laquelle X d^signe un polynome general du 


quatri&me degr6. Nous indiquerons, a titre d’exercice, cette m6- 
thode dont nous n’aurons pas a faire usage. Soil 


X = a 0 x k -+- 4«i 6<z 2 a? 2 -+- 4 ^ 3 # -4- 


un polynome et H le hessien de ce polynome, 

H =z(a 0 a 2 — a\ )a^-b 2 (a 0 a 3 — aia^)x 3 

H-(a 0 a 4 -+- 'xaia z —Za\)x' i -+-‘i(a l ai t — <z 2 a 3 )a? H- a 2 a 4 — a\. 


Si Ton pose 


on aura 


$=- 


H 

X' 


rdx _ r d\ 

j 7%~J s6 — ■ 


S et T d^signant les invariants du polynome X 

S == a 0 a* — 4 -+• 3 a \ , 

T = 2ai<2 2 <2 3 — a\ — a 0 a\ — a\ a k , 


Pour s’eu assurer, il suffit de substituer ij dans l’integrale du 
deuxiSme membre ejL d’admettre Pidentit6 suivante, facile k verifier 
quand le polynome X est bicarr^, 




en d^signant par 4 J le jacobien des polynomes X et H 

dK TT ax 
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Cas particulier . — Ainsi on v^rifiera ais&nent que Ton a 


'f & 


,4 -h 6/na? 2 4- 1 


a + m)U- 


m — 1 \/y 772 H— i 


en posant 


v _____ — Z?rfi)x* H 

6 mx 2 -hi ~ X 


Cela resulte des identity 


(H — mX) ( H -h — — X ) H + — X 


( 9 m 9 — i ) 2 


[x(x*-h i)(&’ 2 — r)] 2 , 




~ H te) = a?(a? 2 -H t)(a? 2 — 1 ). 



CHAPITRE IX. 

APPLICATIONS DIVERSES TRAlTfiES AVEC LA NOTATION 
DE M. WEIERSTRASS. 


I. — CoUBBE EJLASTIQTJE PLANE ET SANS PRESSION. 

168. Mise en Equations. — Nous avons d6ja traite cette question 
au n° 126 al’aide des fonctions de Jacobi; nous allons la reprendre 
en nous servant des fonctions de M. Weierstrass et nous en pre- 
parerons Fapplication au cas du prisme droit charge debout. On 
pourra, de cette fagon, comparer les deux syst&mes de notations 
en les appliquant a un meme exemple. 

L’equation qui donne la forme de la courbe 6lastique dans la 
position d 7 6quilibre contraint et qui a et6 obtenue au n° 126 peut 
s 7 £crire avec un changement de notation 


C designant un coefficient positif et a la mesure d’une longueur 
que nous laisserons arbitraire. Ces constantes sont lides A la con- 
stante c employee au n° 126 par la relation 

a 2 c 2 

On trouvera, a la page suivante, un Tableau de formules que 
l’on passera A une premiere lecture : ce Tableau donne le r6sum£ 
des formules etablies dans ce paragrapbe. 



270 


CHAPITRE IX. 


Tableau be formules. ( Courbe elastique plane et sans pression .) 


p a 2 

& X . a I . a 

^ = Cii + D, 

ds a 2 


£ = C^+D , 


( 4 ) Z=_I_£JL_, 

a 2 pu — e 2 

(5) (p« — e 2 )[p(M-t- (Oj) — e s ] = («i— e 2 )(e 3 — e 2 ), 

y- 

(6) (pw — e*)-i-[p(« + w 2 )— e s ]= — 3e s , 

(7) 3^’— 4(e2— ei)(e 2 — e 3 ) = [p(M-f-w 4 )— p«] ! = ^ 

<°> M'-p-iff)’- 

(9) adu — Qiids , 

(10) et (11) ^ ^ 3 e 2 =pM + p(M-Ho) s )— a «2, 


— = £[£w £(w + fi> 2 )+ 2we 2 ]+ const., 
a 


U) 2 

W — h lt^ 

2 


a dt = C ds , 

r_ . ''(-?-*) 


p ^ + — P 


r-yo _ 1 


2 p(*0— p~ 
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169. Integration par les fonotions elliptiques, — La relation ( 1 ) 
peut etre'consid^ree comme une Equation difterentielle du second 
ordre de la courbe. Nous allons integrer cette Equation. En de- 
signant par s Tare de la courbe comptd k partir d’une origine fixe 
et par 9 Tangle de Ox avec la tangente supposee men^e dans le 
sens qui correspond aux arcs croissants (fig* i4> p* 184), on a 

~=COS0, — sinQ. 

ds as 

De la premiere egalite Ton d£duit, par differentiation, 

d 2 x . . dQ 
^=- sin9 ^’ 


db 


puis, en remplagant sin0 et~ 


^ par leurs valeurs, 


d 2 x C dy 
ds 2 ~~ <1 a- y ds 


Intdgrons, ce qui donne 


0) 


— = 
ds a 2 


+ D, 


D designant unenouvelle constante, et portons Pexpression ainsi 

dx • 

obtenue de -j- dans la relation 



il vient 


(3) 



170. Inversion. — En remarquant que le polynome du qua- 
tri&me degr6 dont on vent faire Pinversion est bicarr6, on est con- 
duit a appliquer dela fagon suivante la ntethode domtee au n° 157. 
Posons, en adoptant les notations du Chap. VI, § 1, 

(a\ ? = 1 p ' u • 

a 2 pw-ej’ 

on sail que Ton a 

( 5 ) (pw — e x )[p(u 4 - w 2 )— e 2 ] = (e 2 “ ci)(ej — e 3 ), 

* y i 

(6) (p U — 0i) + [p( u ■+• C0 2 ) — € 2 ] = — 362 
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et, par suite, 

(7) — 3 ^*— 4 (e s — e 1 )(e s -e 3 ) = [p(KHhu s )-pM] s =^i^) • 

Pour identifier le polynome du quatrieme degr£ qui forme le 
premier membre de cette £galit6 avec le second membre de l’6ga- 
lit6 ( 3 ), nous mettrons cette egalite ( 3 ) sous la forme 



et il nous suffira ensuite de poser 


JL = 4(e 2 — *3), 

— — 3 e% = et — -f- S 3 — e 2 . 

On voit que e t — e 2 et e 3 — e 2 sont les racines d’une Equation du 
second degre dont le discriminant est 

£<*-0. 

Nous nous bornerons dans tout ce qui suit au cas de D 2 <^i. On 
recommit ais&nent que cette in£galit6 doit £tre v^rifiee si la courbe 
pr£sente un point d’inflexion, comme cela a lieu pour le prisme 
droit charge debout : en effet, pour que p puisse devenir infini, il 

faut que y puisse s’annuler sans que ^ devienne imaginaire, 

c’est-a-dire, d’apr&s (8), queD 2 — 1 soitnegatif. Cette hypo these 
correspond au premier cas du n° 126 . Alors, e 2 ^tantr^el, e { ete 3 
sontimaginaires conjugu^s; on peut prendre, comme periodes pri- 
mitives de la fonctionpw, deux quantity imaginaires conjuguees : 
nous les d£signons par coj et to 3 et nous conservons les notations 
du § I, Chap. VI. 

Ayant ainsi identifie les premiers membres des £galit£s (7) 
et (8), nous avons 

JL/ffcY— _ 

a*\du) - G s \ ds I 

et par suite 

(9) adu^Ctids, 
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en supposant convenablement choisi le sens dans lequel Parc s 
est compt^. 

Dans l 5 6galit£ ( 2 ) rempla^ons d$ par j^du et ~ par sa valeur 
— 3e 2 ? il vient 


(10) 


i dx __ jk 2 

a d^i ~~ ^ ~ 3&2 


et, en tenant compte de la relation (6), 

(11) ~ ^ =pw-f-p(w-bto 2 )-- 2 e 2 . 

On a imm^diatement l’integrale du second membre et Ton trouve 


(12) 


- — i[£u -h £(u -h oj 2 )-h 2 ue^] -h const. 


171. Nature de l’argument. — Voyons comment doit varier a 

pour que y et t/-( c S +D )' soient tous les deux reels. 

La relation d6j k etablie 


adu= C ids 


montre qae u est n^cessairerrrent imaginaire. Posons 

u = h 4 - it, 

h et t ddsignant des quantites r£elles. 

On a Irouvd, en faisanl I’inversion, 

et il en r^sulte 




iC\p(h 4 - it ) — p(o) 2 4 - h 4 - it)]. 


D’apres cela, p(ci>a + h + it) doit 6tre la quantity imaginaire 
conjuguSe de p(h + it), on doit done avoir 

p(oj 2 -h h 4 - it) = p(h — it) 

et par suite 


(0-2 -b h 4- it = ±(A — it)-h 2 771(0! 4 - 2/l(0 3> 
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rn et n designant des nombres entiers. Si l’on prenait le signe -f-, 
h disparattrait et t ne pourrait varier d’une manure continue. En, 
prenant le signe — , l’^galit6 devient 

ih to 2 = m(to 2 — cjo 9 ) — i— ( co 2 H— ca * 2 ) ; 

le premier membre £tant rdel, il faut que n = m et Ton trouve 
alors 

Il = — —f“ TH. ti)-7 , 

% 

Il suffit de donner a m les valeurs 0 et 1 . Pour m = o, u + — 

estpurementimaginaire. Pour m = i 3 a + ~ n’est plus purement 

imaginaire ; mais ce cas se ramene au precedent, a cause de la for- 
mule 

p(M + io 2 ) = p(tt + w' 2 ). 

On aura done, en r^sum^, a prendre pour a des valeurs de la 
forme 

o)<) 

(13) u — ~ it-t 

t 6tant une variable r^elle. 

Remarquons de suite que P^galite 

adu^Qiids 

devient 

(14) adtz=. C ds . 


172. Expressions de x et de y. — Remplagons u par sa valeur 
en fonction de t dans les relations ( 12 ) et (4); il vient 


( l '>) 




en supposant I’axe des y choisi de fagon que x = 0 pour t= o, 
puis 


(t6) 


y = . 

a 




l (“T + lY )" 


■P M* 


Cette valeur de y peut s^crire.successivement en se servant des 
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relations (65) et (64) du n° 44 


= J 

a / *-\ 

A, y 0 d6signant des constantes et y 0 <$tant la valeur que prend y 
pour t = o. 


173. Intervalle dans lequel il suffit de fair© varier t. — Ea 
tenant compte de la periodicity des fonctions de t qui figurent 
dans les expressions de x et de y } cherchons dans quel intervalle 
il suffit de faire varier la variable r^elle t. 

Quand on change t en t -j y ne change pas ; #augmente 

de la quantile constante definie par l’egalit£ 

h 

( l ^) ~a = ^ Tj 2 ) = *(*13 — ^ 1 H- ^w' 2 ), 

ofi Ton a posy 

Tf)l= 7)3= ?(l0 3 ). 


Il suffit de faire varier t de t 0 a t 0 -i- Si l’on change t en 
— t,y tie change pas, x change de signe. Done si l’on faisait 
varier t de — ^ k 4- la branche de courbe ainsi obtenue serait 
sym^trique par rapport & Oy; il suffit de faire varier t de o a 
On peut encore restreindre cet intervalle; soient t t et U deux 
valeurs de t ayant pour demi-somme 


1 2 i 








soient x elx 2 , fi les coordonnyes des points correspondants, 
on a 

i (a?! + ar t ) ® A, 


7iH-.X2=o 
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h etant la constante 'definie par l’egalit£ (18). Done, si l’on faisait 
varier t de o & la branebe de courbe ainsi obtenue aurait pour 
centre le pointy = o, # = h : il suffit de faire varier ide 0 a— .• 
Consid6rons les points de la courbe qui correspondent aux va- 
leurs extremes de cet inlervalle (o, — . V Pour £ = ^ on aj/ = o 

\ Otl> j 2. 1 v 

d’aprSs la formule (16) et 


~ = *(?<*>* — ^1*+" w 2 ^2) = 

ct 

d’apr&s la formule (i 5 ). Ce point jj/ = o, x — h est le centre dont 
nous venons de constater l’existence. Ce point est en m6me temps 
un point d’inflexion, comme cela resulte de la formule 

i= a 5z. 

p a * 

Pour £ = o, on a x = o el y=y 0 . Cherchons la tangente au 

point correspondantdela courbe. Si 1 ’on fait u=z — - — 4- it dans 

2 

les egalites (7) et (i 1), elles deviennent 
(,9) + 

(20) 5 Tt = P (~ r + il ) + P (? *) - 3e s . 

On voitque, pour £=o, ^est nul et ^ est 4gal kz^p— 

quantity plus grande que zero. Done la tangente est parallele a Ox, 
c’est 4 -dire a la direction de la force elastique ; de plus, comme 0 y 
est un axe de sym^trie, le point correspondant k t= o est un 
sommet. 

i 74 . Construction de la courbe. — Supposons maintenantque t 
croit de o a ■ A cause de 1 ’egalite 


G ds = a dt 7 



APPLICATIONS DIVERSES. 


277 


s va constamment en croissant. L’6galit6 


y—y 0 _ a 

a 


j>(*0 — j> 


0) 2 


montre que j va sans cesse en d£croissant; nous avons dej& re- 
marque que y pari de y 0 pour arriver k z6ro ; il en r^sulte que y Q 
est positif et que la valeur absolue dejK d^croit constamment. 
Pour voir comment varie x reportons-nous a l’egalite ( 20 ) qui 

donne la valeur de —• Puisque la valeur absolue de y va sans 

cesse en d^croissant, il en est de meme de —• Pour t= o, la va- 

leur de ~ est positive; pour t = y etant nul, ^ est 6gal 


a — 3e 2 . Done si Ton ae 2 <Co,^ est constamment positive, si 
Ton a decroit constamment depuis une valeur positive 


jusqu’a une valeur negative et change une fois de signe dans 1’in- 


tervalle 



• En faisant varier t au dehors de cet intervalle, 


on a des arcs de courbes se d£duisant du precedent par sym&rie 
par rapport a 0 y et par rapport k des centres situ&s sur Ox ayant 
pour abscisses ± A, ± 2 /i, • . * , ± nh. 

Nous pouvons maintenant reconnaitre la forme de la courbe en 
supposant successivement que e 2 est n%atif, nul ou positif. 


Fig. ai. 


Fig. 22 . 


Fig. 23. 



Ces trois casconduisentaux formes des Jig, 21 , 22 et 23. Dans 
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l a fig . 1 4 (I), p. 184, on a represente seulement un arc tel que 
Parc a\ ba { de la fig . 21. Dans ces nouvelles figures nons suppo- 
sons l’axe O y horizontal. 


II. — Prisme droit charge debout. 


175 . Enonce de la question. — Une verge elastique droite, dans 
son £tat naturel, est encastr^e verticalement a Pune de ses exlrd- 
mit^s M 0 . L’ autre extr&nit^Mi supporte un poids P. On demande 
la forme de la verge elastique dans la position d’^quilibre. 

Ce probleme est un cas particulier du precedent. Dans le cas 
actuel, il n’j a pas de couple appliqu^ en M* : le moment flechissant 


B 

en ce point, - est done nul, p est infini; le point est un point 


d’inflexion. Au meme point M { la force elastique est directement 
opposee au poids P : elle est done verticale et dirig^e de bas en 
haut. En M 0 , d’apr&s la fagon dont la tige est suppos^e encastr^e, 
la tangente est verticale, et par suite parall&le & la force elastique. 
D’apr&s ce que nous avons vu n° 173 , le point M 0 est un sommet 
tel que a {fig- 21, 22, 23 ). 

On pourra done prendre les valeurs suivantes du param&tre t : 


t = o, pour le point Mo, 

0) / 

t = pour le point M I? 


n designant un nombre entier el positif. Soit l la longueur de 
Pare MoM*; puisque ds = g dt , on devra avoir 


, \ l ‘in *+- 1 co 2 

ct G 2 i 

ficrivons maintenant que la force elastique est egale et direc- 
lement opposee au poids P et rappelons-nous que, en mettant le 
probleme en Equation, nous avons pose (n° 126 ) 

JE_ 2C T 
c* ~ a 2 — B* 

Nous trouvons comme noutvelle condition 


<*> 
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car T, qui est constant tout le long de la fibre moyenne du prisme, 
est ici £gale a P. 


176. Nombre de solutions. — Entre les deux ^galit6s (1) et (2) 
eliminons a et remplagons C par sa valeur 

7 T = ^ v /(^2 — 


nous trouvons la condition 

(3) P^ = (2/i-+-i) s B^ 2 ^ v/( <s 2 — ei ) ( — e 3 ) 


qui ne depend plus que des Elements elliptiques et des donnees 
num&riques qui d^finissent l’exp^rience. La discussion de cette 
egalit^ nous conduira au nombre des solutions du probleme. 

Cette £galite peut sicrire 


(4) 


4P l* 


B (271 -+- l) 2 7T 2 


= (^) /(«*— «iK e s— «»)• 


Or, nous avons vu (n° J 38) que l’on a 

^v/p = f- ; =M= , 

1 J Q y/i — >i* sin*© 


k\ 6tantune quantite r^elle comprise entre o et i, et p ayant pour 
valeur 

p =v/(e 2 — e l )(e l — e*), 

comme on le voit en multipliant membre a membre les expressions 
de e 2 — et e* — £3 du n° 138. Le deuxi&me membre de liqua- 
tion (4) est done le cani de l’expression 

TZ 

2 r 2 dy 
n Jo sj \ sin 2 cp 

qui est sup^rieure a 1, car elle croit constamment de 1 a 00 
quand k\ 2 croit deoai. D’aprfes cela, liquation de condition (4) 
donne pour k une seule valeur comprise entre o et 1 si l’on a 

4P l* 

B(2n-hi)*Tz* 


> 1 , 
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ou bien 
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Si done est compris entre (av-f-i) el (av + 3), en 

faisant successivement 


n — , v, 


on aura v equations en k r * admettanl chacune uneracine comprise 
entre o et i et, par suite, il y aura v positions d’equilibre. Si 
Ton a 

2 1 k /P ^ 
kVb <1 ’ 


il n’existe plus de valeur de k'f comprise entre o et i ; il n’y a plus 
de forme d’equilibre autre que la ligne droite. Dans ce cas, le 
prisme droit charge debout est en dquilibre stable. 


II. — COURBE ELASTIQDE PLAJSTE SODS PRESSION NORMALE DN I FORME. 

177. iSnonce et mise en equation. — IL s’agit de trouver la 
figure d’equilibre d’une verge elastique qui dans son etat naturel 
etait de forme rectiligne ou circulaire et qui est soumise a Taction 
de forces definies de la fagon suivante : A chacune des extr£mit£s 
de Telastique agissenl une force et un couple*, en outre, sur 
chaque element de Tare agit une pression normale a l’el£meut, 
contenue dans le plan de la fibre moyenne et proportionnelle a la 
longueur de Telement. Pour se representor ces donnees, on pent 
considerer une chaudi£re cylindrique et la verge d£coup6e dans la 
surface de cette chaudi£re par deux plans perpendiculaires aux 
generatrices du cylindre et tr£s voisins Tun de Tautre. Ce pro- 
bleme a &l6 resolu par M. Maurice Levy. 

Soient F e et la force et le moment du couple qui agissent 
sur la verge k Tune de se^ extremes A 0 . Si Ton coupait l’elastique 
en Tun de ses points A ji faudrait, pour maintenir l’^quilibre, intro- 
duce une force et uncouple. Soient F la force et M le moment 
du couple. Pot*r definir avee precision la pression sur un element 
d’arc, comptons sur la courbe Tare s k partir d’une origine fixe 
dans un sens determine et rapportons la courbe a deux axes rectan- 
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gulaires Ox et 0 y. Soients* l’arc qai correspond a un point 
de la courbe, ds K un dldment d’arc compte k partir de ce point, 
a, 1’ angle que fait Ox avec la tangente en A { , cette tangente etant 
men^e dans le sens ou Parc va en croissant. 

La pression qui s’exerce sur Foment ds { a pour intensity p ds { , 
p d^signant une constante : nous la regarderons comme positive 

lorsqu’elle s'exerce dans le sens de sorte que ses projec- 

tions sur les deux axes sont 


ou bien 
ou bien 


p ds l cos ^ , 


p ds x sin 



— />^isina t , jotffoicoscti, 
—pdy u p dx x . 


Exprimons que les forces agissant sur l’^lement A 0 A se font 
6quilibre. 

Nous ecrirons d’abord que la somme des projections des forces 
sur chacun des deux axes est nulle. Nous avons, en ddsignant 
par X, Y les projections de F, par X 0 , Y 0 celles de F 0 , 


Xh-Xq —J p dyi ~ 
Y + Y 0 -r jp dx x = 


0, 


0. 


Ces £galit£s peuvent s’^crire 


(i) 


|X= P (y-b\ 
l Y = -p(x—a), 


en d^signant par x , y les coordonn^es du point A et par a el b 
des constantes. Elies expriment que la perpendiculaire menee en A 
k la direction de la force va passer par un point O 7 de coordonn4es 
a et 6, qui reste fixe quand on fait varier la position du point A. 
Ce point se nomine centre des forces ilastiques . 

Nous prendrons ce point Q f comme nouvelle origine en trans- 
portant les axes parall&lement a eux-m6mes. Alors les projections 
de F deviennent 


X=AT, Y = -px, 
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et son moment par rapport au point O f est 

on a ainsi Fintensit6 et le sens de la force F. 

Nous allons £crire maintenant que la somme des moments par 
rapport au point 0 ; est nulle. D’apres la th^orie de F^lasticite, le 
moment M du couple qu’il faut joindre a la force F pour avoir 
Faction exercde en A sur Fare A 0 A est donn£ par la formule 

(,) m =»(;- i), 

m designant un facteur constant et positif, p le rayon de courbure 

. ds 

en A dans la position d’equilibre consid£r6e, e’est-a-dire o 0 le 
rayon de courbure au point A dans la position naturelle. 

D’autre part, le moment de la pression s’exercant sur Fele- 
ment ds { , ayant pour coordonndes est 

d r~ 

p(x t dx t -hy L dy{) = P — 1 ; 


les moments de la force et du couple correspondanl au point A 0 
sont des conslantes. On a done, en ^crivant que la somme des 
moments des forces appliquees a Fare A 0 A est nulle, 

m ( - ) — pr 2 -T- — ( dr 7 = const., 

VP PoJ r iJ ro 

ou, en modifiant la valeur de la constante, 


(3) 


VP P o/ 


« P r 2 

pr- -b - — = const. 
2 


L’6galit6 resolue par rapport a i est de la forme 


(4) 


- = 4A r*-*- 4 B, 
P 


A et B designant des constantes. En particulier A == de sorte 

que A est positif; B peut avoir un signe quelconque ; les coefficients 
num£riques out et6 mis pour simplifier Fecrilure dans les calculs 
suivants. 

Cette 6galite peut 4tre consid^ree comme une Equation difl'6- 
rentielle d&Enissant la courbe elastique 
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178 . 

( 4 ) 

( 5 ) 

( 6 ) 

(7) 

( 8 ) 
(9) 
(to) 

00 

( 12 ) 

03 ) 

04 ) 

05 ) 

06 ) 
('7) 
08 ) 

(> 9 ) 

(»0 

{• 2 . 1 ) 

03) 


Tableau de formules. {Courbe clcistiquc sous pression normale 
constants.) 


P 


= 4 A;’ 2 -h 4 B } 

-(-S) 


-OS) 

dr* 


r dr 


= 2 Ar 2 + aB, 


/•*--= A /* +aBr«+ C, ; -2 rfo* , 

lUj -r.-(A^ + ,B^+0)., 

^6 ___ A -h a B r 2 -+- C 

55 " 7 * ’ 

1 p'm — p f p 

2 pw - pP ’ 

p"p — a^p'p = a[pjt — pp][p(« + p) — pp], 

- s — 3pp =[pii-p(i] + [p(H + p)-pp], 

Z - (s 2 — 3pp) 2 — 2 (p"p — 23p'p)= [pw — p(K-hp)] 2 , 
2 (p"p — a-sp'o) = r\ 


„ B , B ! — AC 

p „ = __, 3pp = — — , 


o?i supposera o < p < o>, p o > e 1} p'p < o, p"v > o. 

■ - (Ar^ + Br a + C) 2 = — [p z< — p(z* -+- o)] 2 = — * 

, ids 
du = — — ? 
ap'p 

A /*' 1 -H aBr 2 -H G = [p w — pp] •+■ [p(tt -Ho) — pp], 


^"’pw-pp 1 p(a-4-p)— -pp' 


2 £ 


PZ 


P g 


— ?(» + «*) — C(m — v)-iX,v ■ 

£(w-H 2 p) — £(w) — a£p, 

P 

w = — i£, 

2 
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179. Integration par les fonctions ellipticjues. — Nous a I Ions 
d’abord dtablir une formule donnant le rayon de courbure d’une 
courbe d^finie en coordomtees polaires 


1 

P 



r dr 


On a, en effet, en d^signant par a Pangle de la tangente avec 
Ox : 


d 

ds 



r 2 db = x dy — y dx ) 

r 2 — == x sin a — y cos a, 
ds 


, . .da ( dx dy\ t 

(»cos*+^sm «) Ts =[yd S +y-t s )- ? ='• 


dr 

ds 


1 

- 7 
? 


ou enfin 


(5) 


1 

P 



r dr 


D’aptes cette formule, liquation difterentielle de la courbe 
peut s’^crire 

'(-S) 


( 6 ) 


dr 2 


= 2 A r 2 -{- 2 B . 


En integrant et en designant par G une nouvelle constante 
//A 

( 7 ) r 2 = A r k -f- 2 B r 2 -+- C. 

as 

En ^levant au carte les deux membres de cette dgalite ( 7 ) et 
en nous servant de la formule 

ds 2 = dr 2 - f- r 2 d 6 2 , 

nous pourrons ^liminer dQ. Nous trouverons ainsi liquation 

(8) l(^)*' = '' !-(Ar ‘ + sB ' -,+ C ) ! ’ 

qui d^finit r 2 comme fonction elliptique de Pare s . L’angle 9 est 
ensuite d£tennin£ par la formule 

d& _ Ar*+ 2 B r 2 -+- G 
ds ~~ /■- 


«)■ 
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On ddfinitainsi les coordonn^es polaires r et 9 d’un point de la 
■ courbe en fonclion de la variable s . Le calcul efiectif est du a 
Halphen. 


180. Inversion. — On a vu 
que si l’on pose 

(10) 

on a 


, en dtudiant Tinversion (n° 157), 

p'u — p'v 
pu — pp 


j p'p - a«p'p = 2[pa - j)p][p(M + p)~pp], 
! s 2 — 3pp=(pw — pp)-H[p(» + p) -pe], 


de sorte que 

(12) Z =(Z 2 — 3pp) 2 — 2(p^ — 2-p'p) = [pM-p(tt + p)P, 


et par suite z et y/Z s’expriment en fonction uniforme de w. 

Si Ton pose 

(l3) 2(p*P — 2*p f (>)=r 2 , 

le polynome Z se ram&ne a la forme 

(A'/ 4 + 2B'r 2 + G') 2 — r*, 

et pour identifier ce polynome en r 2 avcc celui qui donne 
— \ (~3r) ^ ^ sa ^ 11 de poser 

A'=A, B' = B, C' = C. 

Le calcul n’offre aucune difficult^ et Ton trouve 


A = 


1 

i6p' 2 t>* 


B = — 


p"p 

Sp'**’ 



ou, en r^solvant par rapport app, p f v : j/p, 

(r4) P’ iv =7k’ 3pt> = 


B l — AC 
A. 


Si, dans les relations qui existent entre pv, p’v et p"v, on rem- 
placeces quantity par leurs valeurs tiroes de (i4) on aura g 2 etg$. 
Nous supposerons les donn^es choisies de fa^on que le discrimi- 
nant soit positif; les valeurs de pv et de p'v sontr^elles puisque A 
est positif etl’on peut arbitrairementehoisirlesignedep'e. Nous 
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examinerons seulement le cas ou p satisfai t a la condition 

0<P<03, 

de sorte que Ton a 

pv>e i, p'o<o, p'v> o. 

Les elements elliptiques 6tant ainsi fix6s, on a, en tenant compte 
des egalites (12), (i3) et (10), 

(i5) r 2 — (Ar^-f- iBr 2 -h C) 2 = — [pu — p(u - 1 - p)] 2 . 

11 en resulte 

’*-&>*+* Br*+C). — (g)*- 


Mais le premier membre est £gal a i j d’apres Pequation dif- 
ferentielle de la coarbe (eq. 8) : le second membre, d’apr£s la re- 
lation (i3), est egal a — on a done 


Cette egalit6 montre comment est liee a Pare s la variable u que 
nous allons garder comme variable independante. 

Nous avons d6jar 2 en fonction de z^aumoyen des relations (i3) 
et (11); pour avoir 9 il suffit de remplacer r 2 par sa vaJeur en 
fonction de u dans le second membre de liquation (9), e’est-a-dire 
dans 

Ar 4 +aBr 2 4- C 

~Pi 


On a d’abord, en tenant compte des relations (i3) et (14), 
A/ ,4 + 2Br 2 -h C =(^2— 3 pv); 
puis, en se servant de Pune des relations (1 1), 

(17) Ar*-b2Br?-t~C = (jm — p !>)■+■ [p(n-f-p) — po]. 

11 est facile maintenant tfobtenir en fonction de u P expression 
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1 ctt 

cle on trouve successivement 


21 _ (pt6— pp)-4-[p(M + t>)— pp] 

P'v du ~~ 9 


(18) 


. d0 p'p 

2 1 = — - — 


P g 


Szi p«- pP JD(lZ-hP)-p/ 


ou, d’apres la formule du n° 44 
dh 

(19) — at ^ = ?(«-+- p)—^( w — p)— 2^0-1- C(M-t- 2f») — — a ti’. 

Nous avons aiasi i A et 8 en fonction de u. Reunissons ici les 
deux Equations correspondantes, en appelant E une constante : 

( r*==4(p« — p«0[p(»-f-«0 — pp], 


(20) 


^21(6-00)=; E Q — kilty 


&uc(u — p ) 

p) <f(u ■+- 2P)’ 


du = 


i ds 
Jp^p* 


181. Nature des arguments. — L’expression (i 6) de du en 
fonction de cfcmontre que u est certainement imaginaire. D’autre 
part, pour que ?’ 2 soit r£el, il faut que les deux facteurs dont le 
produit donne r 2 soient ou tous deux reels ou tous deux ima- 
ginaires conjugues; voyons s’ils peuvenl 6tre r£els. Si une valeur 
imaginaire de u rend pu r£el, elle est, a des periodes pres, de la 
forme ix ou to + i x, x etan t une valeur reelle ; mais les valeurs de 
cette forme ne rendent pas r£elp>(z£ 4- v ) ; elles sont done arejeter. 
Ilreste a exprimer que pu etp(a -f- v) sontimaginaires conjugues. 
Soit u = a-\- bi. D’apres la formule d’addition donnee (n° 45) 
pour la fonction pw, les deux valeurs p(a + bi) et p>(a — bi) 
sont imaginaires conjuguees : il faut done que l’on ait 

U •+- P =±(« — bl)-h 2/71(0 -r 2 71 (O', 

m et n d^signant des nombres entiers, et en egalant les parlies 
reelles dans les deux membres 

a + P=±a + 2mco. 

On ne peut pas prendre le signe + puisque v n’est pas un multiple 
de 2 to ; il faut done que Ton ait 


= 2 / 71 ( 0 , 
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ce qui donne 


p ' V 

a — ou a = h to. 

2 a 

Nous examinerons seulement le premier cas et nous poserons 

v 

(21) u = — ~ — l t) 

t etant une variable reelle; de sorte que Ton aura 

du = — i dt , 


et comme on a trouv£ (£q. 16) 


du — 


i ds 

f 9 

app 


on a aussi 


rff = — ds . 

ap * 


etant n^gatif, a le mbe signe que <&. 


182 . Intervalle dans lequel il suffit de faire varier t. — La 
premiere des formules (20) montre que r 2 ne change pas quand 

, / i * 2to r -r-v, d§ 

on change m en w + 2w' ou bien t en t -i — j~ • D autre part est 

dO 

une fonction rationnelle de r 2 ; il en est de m6me pour II en 
r^sulte que, pour une valeur donnee de dt : la valeur de d 9 ne 
change pas quand on change t en t + et, par suite, que l’ac- 
croissement de 6 est le m&me quand on fait varier t de o k t K ou 
bien de k 4- 1 \ . Si done on a construit la branche de courbe 

t i 

obtenue en faisant varier t de o k ^ et si on la fait tourner d’un 
angle £gal a Tangle des rajons extremes, on aura la branche de la 
courbe decrite quand t varie de ~~ & 

D*apr£s cela, il suffit de faire varier t de o a mais on peut 

restreindre cet intervalle En faisant u = — - it dans Pex- 

2 
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pression de r 2 on trouve 

(22) J=[p(£+*)-p*][p(£-ft)-pp], 

et l’on verifie ais^ment que >- 2 prend les mSmes valeurs pour 

. to / , io ; , 

ti = y ^ h et P our *2 = y — 

D’autre part, pour un mke accroissement rfA les accroisse- 
ments dt\ et dt% sont de signes contraires; les accroissements 
correspondants et dQ 2 sont 6gaux et de signes contraires 

puisque ^ ne depend de t que par I'inlermediaire de Done 

les accroissements que prend 9, quand on fait varier t de ^ k ■+■ h 

^ t r l l 

puis de -j a -j — h, sont egaux et de signes contraires. La courbe 
est symdtrique par rapport au rayon qui correspond a t — et il 
suffit de faire varier t de o a 


183. Variation de — En tenant compte de la relation (i3) 
entre r 2 et 5, on a 


ou bien 


dr* 

die 


, dz 
= ~^ V d~u 


, , d j i 


y r n— P ; p \ 
P^ — pv / 


dr* 

du 


4p'p[p(«H-«»)— p*] t 


et, comme on a pose u = — - — it. 


S = 4«P'p[p(5 + a)-p(j-a) ]. 

Cherchons les valeurs de t qui annulent le second membre. Pour 
Pane de ces valeurs* on doit avoir, a des pSriodes pr£s, 




2 



Le signe — est a rejeter, puisque v n’est pas un multiple des 
periodes, et par suite 


*9 


A. ET L. 


2 it = 2/TtOJ -i- 271,(1)', 
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m et n ddsignant des nombres entiers. Commc it est purement 
imaginaire 

it = rad ; 

les seules valeurs de t appartenant a Pintervalle ^o, < I U ^ an ~ 
clr^ 

nulent sont done les valeurs extremes. 
dt 

Pour reconnaitre eelle de ces valeurs qui correspond a un maxi- 
mum, prenons la d^riv^e seconde 


d l r'- 
dt * 


= - <P'* [p'(; -+• a) + *>'(•; - *) 


Pour t = 0, le second membre se reduit a — 8 p r vp r ^; il estndgatif 

puisque v et ^ £tant compris entre o et w, p r v et p r ~ sont tous les 
deux negatifs; e’est done t= 0 qui correspond au maximum. 
r 2 d^croit constamment quand t varie de 0 a y- Nous d^signerons 
par r* et r\ les valeurs de r 2 qui correspondent a£ = oet&*:=y* 

184 . Variation de Tangle polaire. — Dans la formule 

r* ~ = A r 4 -+- 2 B r 2 -+- C, 


remplaQons ds par — 2p ! v dt , elle devient 

l — = A r 4 -f- 2 B /’ 2 -h C ; 

ip v \ dt) 

Ie trinome Ar* + 2B r 2 + C a ses racines rdelles, puisque, d’apr£s 
Pune des relations (i 4 ) ? AG — B 2 est du signe de pv et que pr 
est positif. Voyons d’abord combien ce trinome a de racines com- 
prises entre rj et rj. 

L 5 6galifc6 (1*7),, on Vox* remplace u par — • ~ + iJ, devient 
&Br®4- G = p ^ -t- itj 4- p ^ — itj — 2pV. 
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En y faisant successivement t = 0 puis t = y on trouve 
A/'J-h 2Br|+ C = — pvj* 

ArH-.Brl + 0 = »[,(|+.')-p.]. 

La difference p^ — pp est positive, puisque pu decroit, quand 

u croit de o a w; la difference p^--f-o/j — pp est negative, 

puisque p^- -I -co'^ est compris entre e 2 et e 3 et que pp est plus 

grand que e { . Done r] et /■* comprennent une seule racine du 
trinome. 

Quand t varie de oa j 7 /’ 2 d^croit constamment de r\ a rj, 
dh 

change une seule fois de signe. Comme A est positif et p f p ne- 
gatif, on voit que Ton a 


en 

a t 


fd 0 \ 
\dt / ( 


>0, 


/d6 


), <0 ' 


designantpar et (^) l es valeurs de^-qui correspondent 


= 0 et a t = 


0/ 

£ 


185. Angle des rayons allant a deux sommets consecutifs. — II 
nous sera utile, pour 6tudier la forme de la courbe, de connaitre 
Tangle des rayons correspondant aux valeurs extremes de Timer- 

valle ^0, dans lequel nous faisons varier t\ cel angle est la 

moiti6 de Taccroissement que prend 9 quand t varie de 0 a^-* 

Nous allons faire le calcul en supposant que / varie de 4 + ~j~’ 

Dans la formule (19) qui donne faisons u = — - — it 

el du = — idt; nous obtenons, en tenant comple de ce que £ u 
est une fonction impaire 


( 23 ) 


j -J t = -*)] 
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Faisons maintenant varier t de a t 0 + et designons par 2 ^ 
Faccroissement de 9, nous aurons 




, 2(0 
• f o +-r 


(34) 


t+ 2“' 
* f 0"i r 




Le second membre se simplifie beaucoup, si l’on se sert d’nne 
formule a laquelle nous serons conduits en cherchant a ^valuer 
une integrate de la forme 



a -j- it) di , 


a etant une quantity r^elle telle que Fon ait 

o < a < aw. 

1 a fonction sous le signe somme est la derive de 


\ Log o' (a -+- it)\ 

Fint^grale d£finie est 

I r Cl -+- it § H— 2 (l)' ) 

i ° <f(a-hit 0 ) 

D’apres la relation ( 22 ) du n° 21 on a 


et, par suite, 


tf(a h- tfp-h ato') 
<f(a-hit 0 ) 


— — gSK)' (a-t-i t Q -+u) , )i 


log 


^(a-hitQ-h 2(d) 
- it 0 ) 


= 27j'(« + ih+ a/) +-(•>.« -h 1 ) iTT, 


n 6tant un nombre entier qui n’est pas d^termin^ par le calcuJ 
- precedent. On en conclut 


*»■ 


(35) 


^ it)dt = -?-a-4-(an - 


■ i)tc ■ 


2 ?]' 


<o f ). 
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/ 

Dans cette 6galite changeons i en — i en remarquant que ~ 
et X sont r£els, il vient 

(26) C £(ct — it)dt = ^X a-h(2n ( *7 0 4- oo'), 

1 1 

pais ajoutons membre a membre les £galit£s (25) et (26), nous 
obtenons la formule qu’il s’agissait d’<§tablir 

. 20)' 

T (* 0-+ " i 0y) > 

( a 7) - / [Z(a -b it)-h £(a — it)] dt = -h( 27 i -h i)ic. 

2 1 


Mais ilreste k determiner le nombre entier n. Cette determina- 
tion est facile quand a — <o. En effet la fonction sous le signe 
somme est £gale a 


pC«; — 


+■ 5 


pour a~ o>, elle se reduit & c’est-a-dire a 2*/); Tegalite pr£ce- 
dente devient 

2 

(r t u> r — u) 7 )') = (2 n -f* 1 )tc, 


et Ton en conclut n = o. Mais quand a varie d’une mani&re con- 
tinue entre 0 et 2(0, le second membre de l’^g-alite (27) varie 
d’une mani&re continue, n ne peul changer. Done n = o pour 
toule valeur de a comprise entre 0 et 2co, et par suite l’on a 


(28) 



[ £ ( CL - 4 - it ) ■+* £ ( Cl — it )J dt 

0 < a < 2 w. 


2V 

i 


a -+- 7T, 


En appliquant la formule pr6cedente a chacune des deux inte- 
grales qui figurent dans 1’ expression de <p, nous trouverons enfin 

^ = Tt — j («u'£P — PV)- 


Cette 4galit^ va nous permettre de trouver le signe de 

Remarquons que, pour p — co, est nul k cause de la relation 
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^o) 7 — o)*V=: puis cherchons comment varie quand v croit 

de o a id. On a 


dv 


|(to r pp + V); 


cette derive ddcroit constamment quand o croit de o a co; pour 
v = co elle est egale a 

f(eia>'+7,'). 


Or nous avons trouvd (n° 99) 


e x w'-H r/ = 


‘irS- 
ix}' 2Ll 


(i 



et Ton voit que Ton a 


n = i, 3, 5, . . 

^•(eiw'-b V)>°* 


— to 

qo = e 


00 

to' 


Done est positive pour p = w et comme e’est une fonction 

ddcroissante dans Pintervalle ( o , cj), elle est constamment positive 
dans cet intervalle. II en resulte que ^ croit quand p croit de o 
& to, et comme ^ s’annule pour v = w, on a 


quand o < 9 < co. 

Si nous comparons maintenant le signe de et celui de > 

nous vojons que^ quand t croit de o a Tangle 8 commence par 

croitre mais que sa variation totale est negative. Nous avons 
dQ 

trouv6 d’autre part que-^- s’annule en changeant de signe pour 

une valeur et une seule de l’intervalle ^o, soit ^ cette valeur; 

la discussion peut se resume r ainsi : 

t croissant de o k /, 0 va constamment en croissant; pour t = t 1 

le rayon veeieur est tangent & la courbe ; t croissant de if a , 

l 

Tangle 8 dficroifcplusqu’il ne s r 6tait accru quant £ vari ait de o a t f . 
186* Signe dn rayon de conrbure. — On a trcmv& en comrnen- 
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cant ( 4 q. 4) l’^galite 


- =4At-24-4B, 
0 


le second membre est dgal a deux fois la d6riv^e prise par rapport 
a 7'' 1 du trinome Ar* + 2Br 2 -f-C, et d’autre part il r^sulte des 
calculs fails pour l’inversion [formnles (t 3 ), (17) et(ii)] que Ton 
a en m£me temps 

r 2 = 2(p" p — 2 zp'v) 
et 

A -+- 2 B /’ 2 -+- G = s 2 — 3 p t>. 

D6rivons par rapport a r 2 les deux membres de la derniere egalite 

Ar 2 •+• B = ^ ~ = — ^ • 

ar 2 4p p 

On en deduit, en remplagant^ par sa valeur (10) en fonction 
de u , 

I I p'M-~p'p 

p ~ 2p't> pM — pP * 


Voyons comment varie le signe de - quand t varie de o a 20)'. 
r 2 va sans cesse en ddcroissant, A/ ,2 -f- Bne peut s’annuier qu’une 
fois; il nous suffira done d’avoir les signes des valeurs de ^ pour 

t = 0 et pour t= nous designerons ces valeurs par —■ et~; 
pour t = o 


u= > 

2 


1 

Po 


X —) 

t> 2T) V 


pour t == ~T 


U = CO , 

2 




Pt 


PQ +(u -)_p, “P" 


Les valeurs de — et de — peuvent se simplifier si I’on se sert 
p 0 pi r r 

de la relation 


p"M t p'Mi-hpXaMO 
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que Ton deduit de laformule d’addition 


p 1 u~ p r u { _ p'g + p'(»-mi) 
pu — pui p u — p(w-+- U\) 9 

en y faisant tendre u vers u K . Al’aide de cette relation, on obtient 



v dtant compris entre 0 et co, p'v e t p r ~ sont negatifs, p r! - positif; 
done on a deja 

■ L >°- 

Po 

D’autre part, -4- etant positif, ~ est de signe contraire a 

Cette quantite peut s’oblenir en snbstituant pQ dans le 

polynome da second degrd en p u 

12 — ^ 2 , 

et Ton trouve ais^ment que Ton aura 

(5 w ) <o ’ 

si v satisfait a l’in6galit£ 

( 3 °) 

Mais on peut poser 

~ 5\/t = P( a + “')> 

a 6tant une quantity r^elle comprise entre o et -(voirp. io3, n° 1); 
I in^galitd ( 3 o) peat alors s’ecrire 
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et comme p(u 4- to 7 ) croit constamment quand u croit de o a w, 
elle peut 6tre remplacde par la condition 


II faut done, quand on ^tudie le signe de la courbure, distinguer 
les deux cas suivants, en remarquant que (a 4- to') d^signe 
Fabscisse du point le plus haut del’ovale dans la cubique x = pu, 


y = p r u: 


o < p < ia 


- >°, 

Po 




“ > °, 

po 


II se produit une inflexion de la figure d’6quilibre quand p passe 
en decroissant par la valeur ia et il est facile de voir que Fin- 

( 0 * 

flexion se produit au point donn6 par a t = y En effet, la va- 
leur correspondante de u est 


to = — a — to. 

*2 3 


et la valeur correspondante de la fonction p> savoir 

est, d’apr£s la definition m§me de a, racine de p u (u), de sorte 
que est 6gal a z£ro, dans le cas particulier p = 

187. Forme de la conrbe. — Nous avons suppose que v satis- 
faitd la condition oO<co et,dans Fetude de la courbure, nous 
avons conduits k distinguer deux cas suivant que Ton a 

( ><2 a on 


Dans les deux cas, t croissant de o a -r? l’arc s va constamment 
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en croissant, le rayon vecleur va constamment en decroissant et 
les rayons extremes correspondent le premier a un maximum et le 
second a un minimum; Tangle 9 commence par croitre jusqu’a unc 
valeur t r , pour laquelle le rayon vecteur est tangent a la courbe, 
puis ddcroit jusqu’a une valeur initiale. 

Pour ce qui regarde la courbure, si v > 2 a la courbure ^ est 

constamment positive, Tangle a correspond an sens dans lequel a* 
croit; c’est pr£cis£ment le sens dans lequel Tare de courbe est 

d^crit quand t varie de 0 a le rayon de courbure est compte a 

partir de la courbe dans le sens a - 4 - ^ • 

Si p<aa il y a une inflexion et si 0 differe peu de 2a le 
point d’inflexion est dans le voisinage du sommet qui correspond 



1 


On a alors les deux formes de la courbe, represents par les 
fig . 24 et 2D, dont la premiere correspond a v > 2 a et la deuxi&me 
a *>< 2 a. On a represent^ par un trait plus fort Tare d^crit 

quand t varie de oa ^5 on a marqu 6 par une grande fl&che le sens 

de la pression normale, et Ton a trace aux points a et b des filches 
dont le sens indique la direction de la reaction exerc^e par la 
verge. Ce sens est oppose a celui de la force exterieure qu’il lau- 
drait appliquer pour maintenir Tequilibre (Halphejv, p. 220). 

Fig. 24 . Fig. 25. 





Sens de la pression normale . — En mettant le probUme en 
Equation nous avoirs suppose la pression compile dans le sens 

a ** e ^ e est de la convexity dans le voisinage du 
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rayon maximum et, s’il y a inflexion, du c6le de la concavite dans 
le voisinage du rayon minimum. 


[V. — Surfaces homofocales. Coordonnees elliptiques. 


188. Surfaces homofocales k un ellipsolde et passant par nn 
point donn& — fitant donnas trois axes rectangulaires Ox , 0 y, 
0 z : on appelle surfaces homofocales d, un ellipsolde 


x 2 

a 2 



— 1 = 0 


les surfaces reprdsenties par liquation 

x 2 y 2 Z 2 

a 2 — s b 2 — s ' + * c 2 — s 


1 = 0 , 


dans laquelle s d^signe un param&tre variable. 

Si l’on consid&re celles de ces surfaces qui passent parun point 
donne P (#o 5 /o> - 0 ) on a ? pour determiner les valeurs correspon- 
dantes dn param&tre s, Pequation 


rl 


a 2 —s b 2 - 



I = o. 


Les racines de cette equation se s^parent aisdment cn substi- 
tuant dans le premier membre des nombres voisins de a 2 , & 2 , c 2 
et des nombres tr6s grands en valeur absolue. Les signes des re- 
sultats de la substitution et les places des racines sont indiques 
par le Tableau suivant, dans lequel e d^signe un nombre positif et 
tres petit : 

a 2 < 6 2 < e 2 , 


Signes 

Racines . . . 


— 00 

a 2 — s a 2 -h 5 

b 2 — z b 2 -h e ; 



-f- — 

-1- — : 


X [X v 


C 2 — $ C 2 - j-£ -he 


-h 


II y a done trois surfaces homofocales a 1’ellipsoide et passant 
par le point P. La racine X donne un ellipsolde reel, la racine p. 
un hyperboloide a une nappe, la racine v un hyperboloide k deux 
nappes. 
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Les trois surfaces homofocales k Tellipsoide qui passentpar un 
point donne se coupent ortliogonalement en ce point. 

Soit P (#, v. z) le point donne, les normales aux deux sur- 
faces X et p qui passent par ce point out des cosinus directeurs 
proportionnels a 

x y z 

a- — X 7 b- — X ' c 2 — \ 3 

x y * 

a 2 — p.* b- — p* c 2 — (j l 

La condition pour qne ces normales soient perpendiculaires est 

x- } y* z* 

(« 2 - + (62_X)(6s_, x) + ( c a_ X)( C 2- p) = °‘ 

Or, en retranchant membre a membre les deux egalit6s 


x 2 y~ z 2 

+ “ 1 = °’ 



et en supprimant le facteur \ — p, on trouve la condition qu’il 
s’agissait de verifier. Done les deux surfaces X et p. se coupent 
o rthogonalemen t au point P, On peut r^peter le meme raisonne- 
ment pour les surfaces X et v, ou pi et v. 

La proposition est done demontree. 

189. Coordonnees elliptiques. — On peut determiner un point P 
de 1 espace en se donnant les valeurs X, p, v des param£tres des 
trois surfaces qui sont homofocales a rellipsoide donne et qui 
passent par ce point; X, p, v se nomment les coordonnees ellip- 
tiques du point P. Nous avons deja vu comment s'obtient l’6qua- 
tion qui donne X, p 7 v quand x , y, z sont donnas. Calculons 
main tenant x , y, z en supposant X, p, v donnas. 

Dans Pidentif6 

-f!- -4- ^ -g- ■ ^ (s-X^-fX)Q-v) 

- {a*-s){b*-s)(ct-s)’ 
chassons les d6nominateurs et faisons tendre 


s successivemenl 
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vers a 2 , b 2 , c 2 : nous troaverons 

_ (a 2 — X)(^— - [A)(a^— • y) 

(a*— $*)(**— ’ 

^ (6*— C 2) 

=. ( c °— >-)(c t -H)(e»-v) 

(c 2 — a*)(c*— 6*) 


190* Longueur d’un arc mfimm ent petit. — Prenons Ids ddrivees 
logarithm! ques des deux membres des formules ci-dessus 


dx 

dl 

d\L 

x ~ 

X — a 2 

n ;x — a 2 

2 ^_ 

dl 

<5?fX 

y 

1—b 2 

[X - b 2 

dz 

dl 


z ~~~ 

r 

C >1 

0 

1 

r< 

[JL C 2 


dv 

v — a 2 ’ 
dv 

6 2 ’ 

dv 


et portons les valeurs de c&r, dz ainsi obtenues dans la formule 
ds- = dx 2 + dy 2 -+- dz- , 

nous obliendrons l’expression de ds 2 en coordonn6es elliptiques 
ds'- = L= dl 2 + M 2 d^-y Ns dv 2 , 

L 2 , par exemple, etant d6fmie par I’^galite 


4L* = 


•r 2 


(a 2 — l) 2 (6 2 — l) 2 (c 2 — X) 2 ‘ 


La valeur de 4L a s’oblient en prenantles d^riv^es par rapport 
a s des deux membres de l’identit6 


f! y x + 2:2 _ , __ (* — X)(j — n)(j — v) 

a 2 — s b 2 — s c 2 —s ( a 2 — s)(b 2 — s)(c 2 — s)’ 

et en faisant ensuite s = X; on trouve ainsi 


Sl 2 — (>•— — v) 

4 {a 2 — X)(6* — X)(c a — X)” 


On a done la formule 

, j cS _ (X — fx)(X — y) 
id ~ (a 2 -l)(b 2 -l)(c 2 — X)** 

(t 2 - — X>( n- — v) 


(a*— H)C6* — n)(c*— fx) 


d|x* 


(v — X)fv — ;x) 


(a 2 — v)(b 2 — v)(e ! — y) 


- clv~. 
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191 . lies coordonn6es X, p., v remplac^es par des arguments ellip- 
tiques. Les coordonndes cart^siennes s’expriment par desfonctions 
uniformes de ces arguments. — Les valeurs de x , z en fonc- 
tion deX, p, v contiennent desquantites irrationnelles par rapport 
k X, p, v; ce sont les valeurs que prennent les radicanx 

\J a % — s, sj b- — s , sj c- — $, 

quand on y remplace s par X, p ou v. Mais nous savons que, si Ton 
consid&re une fonction pu et les quantites e 1} e 2 , e s correspon- 
dantes, chacun des radicaux 

s/pa — e u \Jpu — e i7 \/pit — e 3 


peut £tre remplac^ par une fonction uniforme. Nous sommes ainsi 
conduits a faire le changement de variable 

— s = Apu -4- B, 

ce qui donne 

a? — s = A(pv — ei), 
b*—s = A(pu — e- 2 ), 
c*— s = A(pu — e 3 ), 

en posant 

cfi - 4 — B = — A 6 1 , 
b ® -4— B — — A 6)j 
c* ■+■ B = — A e z ; 


en ajoutant membre k membre ces demises ^galil^s on trouve 
Tegalit6 suivante qui determine B 


B ytant connu, e iy e 2 , sont determines, a un facteur pres de 
proportionality et les valeurs des invariants g 2 et g 3 en resultent. 
A reste indy terming; nous supposerons A positif et nous le rem- 
placerons par o 2 pour que I’ccriture soit simplifiee quand nous 
extrairons les racines. 

En definitive, les invariants de la fonction pu resultant des yga- 
litys 


* a*-hb*--h c l 

P* e >= 3 




« s -t-6 2 - hC* t . 

P*e*= 5 b'-, 


O- ftn = 




— c 1 ; 
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si Ton pose 

#2 _4_ £2_U C 2 

P 5 P U = 3 s. 

on a 

= p2(j V J — <?i), 
b*—s = p 2 (pu — e 2 ), 
c 2 ~ 5 — p 2 (pu — e 3 ). 

Remarquons de suite que e 2 , e 3 &ant reels nous sommes 
dans le cas da discriminant positif. 

Soient u ) v, w des arguments tels que pu , pv> pnp> soient les 
valeurs de pu quand s £gale \ p, v; comme les signes de 

p» — e u P» — e 2l pu— <? 3 

se d^duisent immediatement des signes de 
a- — s, b~ — s, c- — s, 
on trouve ais^ment que les nombres 


pu, e u pp, e 2l pw , e z 


sont ranges par ordre de grandeur decroissante. D’apres cela u 
et w — to' sont reels, v — to est purement imaginaire. 

Ge sont ces arguments u , r, w que nous voulons consid^rer a 
la place de \ pu, v. 

Transformons les formules qui donnent x-, y 2 , z 2 en intro- 
duisant ces arguments elliptiques : elles deviennent 

2 2 (P« — gl)(pP — ei)(pw — £j) 

P (^i — e 2 )(ei — e 3 ) 

2 2== (P“ — g2)(pP-g2)(P^-g 2 ) 

P ^ ' (e 2 — e x )(e 2 — e 3 ) 

p2^2 — (pa — g»)(pp--g8)(pw — g») 

P (e 3 — 


On peut maintenant extraire les racines en se servant des for- 
mules du n° 48 : on trouve 


pa? = A 2 
py = B 2 
ps = C 2 


0*1 MG'xPQ'i W 

c'wc'^o'tv 7 

a'wo'va'#' 7 
Kappa's w 


A = e 2 o' to, 

— a>^ 

B = e 2 tfco , 

CO ff = 0) -H to', 7}* = 7} -i- 7j', 

G = e 2 71 w o' to'. 
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Quand on change le signe de Pan des arguments u, p, w les 
trois coordonnees #, y , z changent de signe, le point P est rem- 
place par son sym6trique par rapport a l’origine. 

Les formules ( voir n° 48) 


+ 2U>\) _ 

q’xM 

s' (zn- !*(*>*) 

0 u ' 

ti' k ( m ato^) 

Oxu 

<j(U ‘2 Clip) 

Om ’ 


ou Von suppose 

0)l ■= to, co i — CO -h to', (1)3= 0)', 

montrent que, quand on ajoute une p^riodeaTim des arguments, 
on remplace le point P par son sym^trique par rapport a l’un 
des axes. 


V. — Application a la theorie de la chalelr. 


192. Les surfaces homofocales k un ellipsoid© sont des surfaces 
isothermes. Chacun des arguments u z p, w est un param&tre ther- 
mom&rique. — Si Ton consid&re les points d’un espace en equi- 
libre de temperature, pour chaque point la temperature T est une 
fonction des coordonnees de ce point et Ton demontre que cette 
fonction verifie Fequation diflerentielle 


AT = 




dJT 

dy* 


d*T 

dz’- ~ °' 


On dit que les surfaces d’une famille sont des surfaces iso- 
thermes si la temperature est la meme en tous les points de Tune 
de ces surfaces et ne depend, par consequents que du parametre 
qui determine cette surface. 

II est facile de trouver la condition pour qu’une famille de 
surfaces representees par Fequation 

o(x,y,z) = \, 

dans laquelle X d^signe un param&tre variable, soit composee de 
surfaces isothermes. En effet, si cela a lieu, la temperature T ne 
ddpend des coordonnees as, y, z que par l’intermediaire de X. 
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Calculons d’apr&s cette remarque les derives deTpoar les porter 
dans liquation AT = o 


dT 
da? 
d 2 T 
dx 2 


dT dX 
dX dx 9 
d 2 T /dl\* 


_ d 2 T / 
~ dX 2 \ 


dx J 




d*x 
dX da? s ’ 
/dXy /dX\*l dT /dn 

V^// \dx) J" 1 " dX \dze l 


Comme AT = o, on doit avoir 


(0 


d a X 

da? 2 


^x\* 


d*X d 2 X 
d^ 2 dz a 


d*T 

dX 2 


d s X o 5 a \ 

d ^ 2 dz- ) " 


d 2 X\ 


dXy /dXy /dxy 

W + W/ v^/ 


dT 

dx 


Ainsi ia combinaison des d&rivees de X qui est dans le premier 
membre doit £tre une fonction de \ que nous appellerons A(X>). 

Si celte condition est salisfaite, pour calculer T il suffira d’in- 
tegrer Pequation 

d 2 T 

(2) -^-=^(X). 

dX 


(3) 


AppliquODS ce qui precede aux surfaces 
x 2 . y 2 


a?-X b*—X c 2 — X 

Nous poserons 

*(*) = 


r 2 


— s b-~ s c- — s 
/(*) = (> 2 --s)(& 2 - $)(c 2 — $). 


Calculons d’abord (§)*+ (^)*+ (g;)*- 

En dififerentiant par rapport a # la relation (3) qui d^finit X 
en fonction de x , y, 5, on trouve 


(4) 


x 2 


_(a 2 — X) 2 (6 2 — X ) 2 (c 2 ~X) 


1 dX 23 ? 

X) 2 J da? " + " a 2 — > 


A. et L. 
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oli bien 


et de meme 


On tire de la 


(5X 2X 

O (a) t- — -Z y? 

K J dx a 2 — A 


'd\y (diy /dxy 

Jx) \dy) ‘ + \<te/ 


M\ s _ 4 

\ds/ 4>'( 


Pour avoir j-j differentions par rapport a a: la relation (4) qu 


definit nous trouverons 




d 2 X (±x d\ 


dx* (a 2 — l) 2 dx ^ ^ \dx) + a J -l °’ 


Qu, en remplagant -r- par sa valeur. 


. &CX) - — $>"(1) ( ~ 

^ ^ &*? 2 (« 2 — X ) 3 <£'(X) 'VfXz? 


dxj a 2 — \ 


et de m&me 


va ) d 2l | 8 r 3 i *. a) M\ s 

1 'dy* + (&!— X)* $'(X) ^ Wr/ 


-*'(X) 


d s X 8^' 


?f! i <i>*a)( d 2) 

— X) 3 4>'(X) ( 


dy J 6* — X 

dXV 2 


Si nous ajoutons membre a membre ces trois identity, le; 
termes du milieu disparaissent et il vient 


,,, *//^/ dsX d * 1 d 

et comme nous avons deja trouve 


I/O) 
/(X) 5 


•'“>[(£MSHS)*]~<. 


on a en definitive 

d*X d»X d*X 
dx* + dy* + dz* /'(X) 

(SHIMS)*" 1 * 1 " 


(7) 
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le second membre est une fonction de X; les surfaces 

X = const. 

sont des surfaces isothermes. 

On peut alors determiner une fonction de \ 

de telle fagon que A, u = o. Pour avoir cette fonction w, que Lame 
appelle le parametre thermometrique, nous avons & integrer 
Pequation 

d*u 

gg = fO) 

cLu 2 /(X) 

5X 


En integrant une premiere fois et en passant des logarithmes 
aux nombres, on trouve 


du _ i p 


en designant le facteur constant da second membre par £ pour 

simplifier Pecriture dans ce qui suit. Remplagons f(k) par le pro- 
duit de facteurs lineaires correspondanls et integrons entre — co 
et A, nous avons 

n _ p r l dx . 

V_./( 


A est done une fonction elliptique de u. Faisons comme au 
n° 191 le changement de variable et de notations 


«2_x= p2(pu — e t ), 
b i — A = p s (po — e*), 
C 2— X = p«(pu — e 3 ), 

la relation devient 


U 



dp 

*/(P — «i )(P — ««)(P — «*) 



do. 


On voit qu’elle est satisfaite en posant 


u = u ; 
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X est done donn£ en fonction de u par l ? ^galil6 


X = 


& 2 -f- C“ 

3 


p 2 pw. 


On fera correspondre de la mSme mani&re un des arguments v 
et w aux coordonnees p. et v. 

Les surfaces repr^sent^es par les Equations 


u = u Q , p = (? 0 , w = w 0) 

dans lesquelles v 0 ? w 0 d&signent des constantes, se coupent 
orthogonalement, puisque supposer, par exemple, que u a une va- 
leur d6termin£e revient a fixer une valenr de X. 

On doit done avoir 

du dv du dv du dv __ 

dx dx dy dy dz dz 

et deux relations analogues. 


Expression duds 2 en fonction des arguments u : v, tv. — 
Dans la formule trouv^e an n° 190 


i&’= . . q^-!? 


(p — — v) 


;dl x 


(v — X)(v — n) 


(a'— (xj<6 2 — i^)(c 2 — |x) 1 (as_ v )(62-v)^c 2 -v) 

introduisons les Elements elliptiques : elle devient 


dv*, 


4 ds* = (pu — pv)(pu — pw) du- 

-+“(P p — P«)(j>P — F) dv’--h(pw —pu)(pw —pv)dw 2 . 


193. Equation de la cbaleur quand les variables sont les argu- 
ments u , p, w. — Lorsque dans Fequation 

at - d * r d * T _ 

~~ dx 2 dy* dz- ~ ° 

on fait le changement de variables 

u = o(x 7 y, s ), 
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si les fonctions o, % sont telles que les surfaces obtenues en 
dormant a u, v, w des valeurs constantes sont orthogonales et si 
l’on a 

Acp = 0, At]; = 0, = o, 

liquation transform^ est 

1 a 2 T 1 a 2 T 1 a 2 T _ 

L* du » + M2 H ' N* dw* ~ °’ 

L, M, N £tant d^finis par cette condition que la formule d6fi- 
nissant ds 2 est 

1 ft 2 = La du?. 4 - M 2 do* - 4 - N 2 d«p> 2 . 


AdmettonSj pour un instant, ce r^sultat et appliquons-le au cas ou 
les nouvelles coordonndes sont les arguments elliptiques it, p, w. 
Nous trouverons pour liquation transform^ 

1 d*T 

(pu—pv)(pu — pw) du* 

1 d*T 1 a^T _ 

+ dv* (pw — pu)(pw — pv) dw* ~ 

ou bien 

Yerifions le r^sultat que nous venons d’admettre : on a 




aT _ 

aT 1 

du 

aT ap 

aT 

a cp 





dx 

ait 

dx + 

ap aa; 

dw 

dx 

? 


a 2 T _ 

a 2 T 

/du\* 



a 2 T ait 

dv 


aT 

a® it 

dx 2 

= aw 2 

\dx ) 


..+ 2 

dudv dx 

dx 

-K. 

du 

aa? 2 ? 

d* T _ 

a 2 T 

(du\* 



a 2 t ait 

ap 


aT 

a 2 it 

dy* " 

“ du 2 

w) 

+. 

. -H- 2 

aitap a^ 

& 

-4-.. 

ait 

dy 1 3 

a 2 T _ 

_ a»T 

/aitv 



a 2 T an 

ap 


^ aT 

a 2 it 

a.s 2 

aw 2 

va*/ 


..-1-2 

aitap dz 

a* 

4-.. 

ait 

a^ 2 


En ajoutant membre k membre ces trois 6galit6s, en se rappelant 
que les surfaces 


u = const., 


p = const., 


w = const. 
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sont orthogonales et que Ton a 

Am = o, Ap=o, Acp = o, 

on obtient 

d 2 Tr/dp\ 2 /dp\ 2 / dp \ 2 1 

+ W J 

i*Tr/Ms /dfv\ 2 /<M S 1 

+ d«- 2 L\dtf) + (<W + W J' 

11 resle a verifier que 

/da \ 2 /da \ 2 /^V 

\da?/ "\dy/ + \ds/ 

el les deux expressions analogues se deduisent, comme on l’a 
annonce, des coefficients du ds 2 exprimes en fonction de u, p, pp. 
Or 



ou en remplagant les deux facteurs du second membre par les 
expressiohs (5) et (8) trouvees au n° 192 

/da\ 2 /day / day _ p 2 i 

\dx) \dy) "yds/ — $'(X) (X — a 2 )(X— 6 2 )(X — c 2 ) 


_ (< — X)(i — jO(£— v) 


Mais, comme 

— (s — a i )(s — £> 2 )(s — e 2 ) ’ 

on a 

4>'(X)(X — a 2 )(X-i 2 )(X — c 2 ) = (X — p)(X — v). 

Done 


/day /day /day_ 3 I 

\dx) " 1 ”\dj/ " l \ds/ ~ p (pa — pp)(pa — pw)’ 

>rn /92 T 

le facteur p 2 se retrouve dans les coefficients de -^4* et y-r- On a 
1 dv* dw* 

done bien la forme annonc^e. 

Ainsi, quand on prend pour nouvelles coordonnees d’un point 
les arguments elliptiques u f v, w, Tequation 
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devient 


(Pe-P«0-^ +(p»>-pa)-^ +(PK-P»>)^s 


0 . 


194. Solutions dependant d’une Equation de Lam6. — Essayons 
de satisfaire a liquation pr£c£dente en posant 

T = F(w)F(p)F<»> 

F designant une fonction pour le moment inconnue ; il vient 

| ( pp — pw)^^ F (p )F( (v) 

+(P»’-P«)^p^ F(w)F (u) 

+ (p u - p o) F ( u) F(o)=o. 

Or si nous supposons que F(u) est une integrale de liquation dif- 
terentielle 

^5 =(Apu + B)5, 


ouAetB sont des constantes, nous avons 


d> F ( u) 
du? 

d* F(p) 
dv 2 


= (A pu h-B)F(k), 
=(App h-b);f(p), 


dw* 


= (Apw -+■ B)F(w), 


el liquation ( 9 ) se r^duit k l’identite 


0 =F(a;F(p)F(fp)[(pp — pw)(ApK + B) 

-h(pflp» — pK)(App-t-B)-H(pa— pp)(Apwn-B)]; 


par suite 


AT = 0. 


Ainsi on peut construire une fonction T verifiant liquation 
AT = o, chaque fois que l’on connate une integrate de liquation 


d*z 

do* 


:(Apo 4 -B)^, 


ou A et B sont deux constantes arbitraires. Lam 6 a d^montrS qu’en 
donnant k A une valeur de la forme n(n -f- 1 ), n entier, on peut 
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int£grer liquation au moyen des fonctions elliptiques pour des 
determinations convenables de B. II obtient ainsi, pour chaque 
valeur de l’entier n, des solutions particulieres de Tequation 
AT = o, a I’aide desquelles il forme la solution gdndrale de celte 
equation pour le probleme que nous venons de traiter. 

Liquation obtenue en faisant A = n(n -h i) s’appelle Equation 
de Lam6. Nous reviendrons sur cette equation dans le ChapitreXL 


EXERCICE. 


Quadrilat&re articule. — Soit un quadrilatere plan articule dont les 
cotes ont pour longueurs cz, 6, c, d\ appelons a, p, y les angles des c6tes 
a. £>, c, parcourus dans un meme sens de circulation, avec le cote d. En 
projetant le contour du quadrilatere sur le cote d et sur une perpendicu- 
laire k ce c6te, on a deux relations que Ton peut £crire 


(r) 

ou Ton pose 


ax -+- by -f- cz -+- d = o, 

a b c , 

- H 1 Y-d = 0, 

x y z 


x = j v = -s = eV. 


En regardant a?, jr, z comme des coordonndes courantes, on voit que la 
premiere des Equations (i) represente un plan et la deuxieme une surface 
du troisi&me ordre; leur ensemble represente done une cubique plane. Les 
coordonnees d’un point de cette cubique pourront s’exprimer par des fonc- 
tions elliptiques d’un parametre u\ 

ext=f(it), e$ £ =v(u), eT £ *= 4 /(w). 

En faisant varier w, on pourra etudier la deformation du quadrilatere. 

Si le plan et la surface (i) sont tangents, la cubique devient unicursale 
et les fonctions/, cp, b peuvent 6tre remplacees par des fonctions ration- 
nelles. (Dabboux. Bulletin des Sciences mathemaliques .) 
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195. Division par deux de la period© aw. — Consid6rons les 
fonctions de Jacobi 

H (a), H i(u), Q(a), 01(a), 

constitutes avecles deux periodes 2 to, 20 /, et en m6me temps les 
fonctions 


w'^, Hi ~ » w'^, 


w . 

w 

a 


Hr 4 


construites avec les deux periodes to et 2 to'. On a entre ces fonc- 
tions les relations suivantes, dans lesquelles A designe un facteur 
constant, 


(0 


La premiere de ces relations se d^montre en remarquant que les 
fonctions 

h(k w') et H(u) Hj(ii) 

ont relativement aux periodes to et 2 to' les multiplicateurs d^finis 
par les egalit^s 

/(a + w) =—/(», 


[ H( 

w 

] e ( 


j Hi | 

(" 

j 0i 1 

(“ 


f(u-h 2 w f ) = — e w 


— ^(K+W') 


/(») 
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et admettent les m£mes zeros dans un parallelogramme des pe- 
riodes : le rapport de ces deux fonctions est done une constante. 
Les trois autres relations se deduisent de celle qui donne 

en y changeant successivement u en 

/ «*> r ^ 

a + w, u H — 3 m + w H 

2 2 



196. Relation entre les modules et entre les multiplicateurs. — 
Soient& et g le module et le multiplieateur correspondant aux 
pdriodes 2 0 , 2 ( 1 >'; etsoient g^) le module et le multiplica- 
teur correspondant aux p&riodes w, acoL 

On a, d’apres la definition du module et en tenant compte des 
relations (i), 


= 


Hi 1 

(° 

H 

< 

► \ w 

- ) cn 2 — 

/ _ A* * 

e >! 

f 

0 

a) A 

— 3 w 

2 / 

«!(= 

:) “ < 


Mais si, dans les formules du n° 75, relatives a 1’addition de la demi- 
periode (o, on fait u = — - 3 on trouve 




on deduit de la successivement 


dn^=v/F, 


(U /Jr ti> 

cn — = Jk sn — , 
2 2 


to _ I 

2 ~ /FTT* 


D*apr£s cela 


(2) 



/i — k'* _ / i — 

IH- “ V i -h A 7 ' 


Cette relation pent encore s’ecrire 
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D’apr£s la definition meme du multiplicateur (n° 92), on a 

g— LEM, 

* s/k 6(0) 


gn) • 


H' (0 

I’ w ') 

e^o 

co A 

— > CO 

a / 


Ad 

La valeur de g^ peut s’^crire successivement 

i H r (o)H 1 (o) 

^ (1) s / T ^ *(0)61(0)' 
k 

g(i) ■ g f -= — 

V*( l) 

et, en remplagant k^ K) par sa yaleur tir^e de ( 2 ), on trouve entre 
les multiplicateurs g et g^ K) la relation suivante 

( 3 ) = 

A. partir de maintenant nous supposerons les quantity co 
et ^ reelles. 


197. Relation entre les integrates K et K, 


•<M 


K 


= f' ** . , k ( i)= r . .. • 

J 0 v 1 — k* sin 2 cp J 0 /i — Xfi,sm2<p (1) 


/o v 1 sin 2 cp 

Nous avons dejaremarque que de liquation differentielle ye- 
rifiee par z = sn ( u ; k , g*) 


on deduit 

oa bien 


^ =gs/U Z: * 2 )(i — k*z*), 

r 1 dz 

gui = / 

J 0 2 2 )(i“^ 2 - s2 ) 
£•<*> = K. 


cfd)- = ^1)5 


On obtiendrait de m£me 
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et cndivisant membre a membre ces deux, egaiit^s on trbuve 
&u) ^*(i) 1 ■+- k' 

puis, en se reportant a la relation (a ; ) entre les modules, 

K = K(d(i -hk {l) ). 


198. Calcul de K quand k est donn& — Concevons qu’on ap- 
plique plusieurs fois la transformation pr^cedente, on trouyera 
successivement 

K = K (1 )(i 4- &j)> 

K ( i) = K (2 ^t + k 2 ), 



K( re _i) = K {W ) (i ■+■ k n ), 

puis, en multipliant membre a membre toutes ces £galit<§s, 

K = K (n )(i ~ h H- k^ n) ) i 

comine on a 

K ( «)~ f -j ==~ = > f do ~ - , 

Jo y/i — ^jsius© J o 2 

on a aussi, quel que soit n, 


^(2)) - . .(i + £(,*))< K; 

k n est toujours positif; le produit qui est dans le premier membre 
va done constamment en croissant quand n croxt, et comine il est 
constamment infdrieur k K, il tend vers une limite quand n aug- 
mente inddfiniment. Il en resulte que tend vers zero et par 

suite que K (/?) a pour limite On a done 

^ = ••(* £(*})■ ■ 

Cette formule est utile lorsque Ton veut calculer la valeur num£~ 
riqae de en sapposant k donnd. On la met sous une forme plus 
commode pour les calculs numdriques en posant 


k = sinO, 
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ce qui donne, en se reportant a la formule (2), 

7 a 6 . 1 

/:,!)= tang 2 - et i + * ( i,= 

cos- - 
2 

puis 

6 6 

*tn = tang 2 - = sin0 (1)j k^= tang 2 = sin0 2 , . . 
on en d^duit 

1 + ^(1)= — 9 I + /C(2)= > H-A*(3)= ) 

cos 2 -6 cos 2 -0 fl) cos 2 ~0 (2) 

et par suite 

2 K = 0058 \ 6 C0S * 2 6(11 cos 4 e£2),,, ‘ 

( Voir Durege, Theorie der elliptischen Functionen, p. 177.) 
Prenons comme exemple k- = 5 , 0 = 45 °- 
Dans ce Tableau de calcul, on a sdpare par plusieurs points le 
nombre de son logarithme de sorte que Ton a mis 

N au lieu de LogN =. 

De plus les logarithmes a caracteristique negative sont augmentes 
de 10. 


0 = 45° oV,oo 

e ( „= 9 " 5 i' 45 ', 4 i 

e (!) = o 0 25'4o',74 

~0 = 22°30 0 ff , 00 
% 

- 0M)= 4° 56 ' 22", 70 

2 

I 0(2)= 0° 1 2^0 " ,37 

lang-0 9,617 2243 

tang - 0 (D 8,936 65 o 4-5 

tang 4 (11 7,5722761.7 

cos 1 0 9,965 6i53 

cos -8(i, 9,99 s 384 o.i 

2 

cos^0 (!) 9,999 997<>.<> 

tanir 5 - 9 1 

B » U. 9 ,a 34 4486 
sin 8(i) ) 

tang 2 -0(D ) A 

2 V. . 7,873 8009.0 

sin 0 (2 ) ) 

tang 2 -0 f2 \ j 

* a (> L. 5,144 5523.4 

sin 0(3) ) 


0 (3) =O o O f 3 ff , COS 0(3) 0,0000000, 
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On a done 
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cos 2 -8 9 , 93r a 3 o 6 .o 


cos 2 -0 ( i) 9,996 7680.2 


COS 2 - 0(2) ■ 


9 s 999 99io.o 


9s9 2 7 99^6.2 


0,196 1198.7 


R 0,268 1272.0 

K = i,854 0747. 

199. Calcul de la valeur de rintegrale 


fv?. 


dy 

- A 2 sin 2 9 


quand A et 9 sont donn6s. — Soil z = sn( u ; A, g ), on a 


_ r“ dz 

J 0 </(i — 3* )(! — /:■> 3'-) 


ou en posant 


z — sm<p, 

do 

J 0 /1 — A 2 sin 2 cp 

de sorte que, a et cp £tant lies par la relation pr^cddenle, on a 

s n(w; A, = sirup ; 

on s^assure ais&nent que 

cn(w; A, £•) = cos<p, 
et 

dn(w; A, £•) = /i — A 2 sin 2 9. 

Consid^rons en m£me temps — sn(a; A (1 ) ? ^ (1) ) en posant 


:= r ?(1) 

Jn S/l — khsSl 


Afi) sin 2 cp <l) 



on aura 
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sn ( w ; *ci), &(u) = sincp (1) . 


Si maintenant k et g correspondent aux p6riodes 2 co, 20 / et si 

et git) correspondent de mSme aux ptSriodes to, 2 to', on aura, 
comme nous l’avons vu, 

£ __ 1 + ^£1) _ 

Sa) 2 

Alors en prenant le rapport des integrates dont les Jimites sup<§- 
rieures sont cp et <p (i) , on trouve 


r 

J. / 1 — k l si 


^9 1 ■+■ do 


r (,) d 9m 

J Q Ji—kfa * i 


sin 2 <p(i) 


et 1 integrate dont la lirnite sup6rieure est cp se trouvera ramenee a 
1 integrate dont la limite sup^rieure est cpdj, quand nous aurons ob- 
tenu une relation finie entre cp et cp (<) . 

Cette relation, que Ton peut obtenir par des considerations geo- 
metriques, nous sera utile sous la forme 

. tang(cp ai — cp) = ft tang<p 


ou encore 


tango = x 

H- tang <p tang cp fl) b ‘ 

„ (1 -+- k’) tango 

tang — - ^ lang f ? - 


Pour verifier cette derni&re <%alite il suffit de remarquer que 
„ snu j H(w) 

et de se reporter aux formules (t) du n° 195 donnant 
et H ( ^ u on trouve ainsi 

nr-. H(b)H,(k) 

a„ m , w - b ( _ 


Transformons le d^nominateur du second membre d’apr&s 
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l’identltd, facile a verifier, 

«! (°) H (a + H (u - = HI (f ) H*( «)_ H« (^) H? ( u), 


nous pourrons ^crire 
tang<p ( „ 


HWHiMHjio) 


ou en divisant les deux termes du second membre par H 2 H J («) 


tangcp (l) =G 


tang? 


>l(i 

) H*(a) 

1 W“ 

\a 

J H1(b) 


C d£signant un facteur constant ; ce facteur se determine en divi- 
sant les deux membres par u el faisant ensuite tendre u vers z&ro, 
ce qui donne 

G = fill = i + kf. 

En tenant compte enfin de la formule 


on a bien 


ou encore 


n w 
cn 2 - 


sn 2 — 




tango,,, = 


(i -}-£') tango 
i — /Sr' tang s ip 


t ang(? ( n— <?) = k' tango, 


comme nous voulions le verifier. 

Gela pos<£, concevons qu’on applique plusieurs fois de suite la 
m6me transformation en posanl pour abr<%er, d’apr^s Legendre, 



^ do 
/i — k 2 sin*<p 
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nous aurons successivement 


F(?i k) = — F(<p (1) , k Li) ), 

^(ij) = — ~^F(?(sjj ^(2)), 


F(?(»-i)» ^(*-n) — — &in )) ? 
et en multipliant membre a membre ces 6galit£s 

F( ?> k) = 0 + *w)O + *m)-. •('+*(■>) F(?Wi 

Supposons maintenant que n augmente ind&finiment, nous 
avons vu que k n tend vers z£ro et Ton en conclut 

lim F(<p t rt), k(n)) = linif(A). 

Comme d’autre part on a trouv^ 


^(i+^ [1) )fi + y...=K > 

on voit que, en definitive 

F( ? , *)=£ limlffi. 

Pour calculer successivement les angles <p (1) , cp (2 ), . - . , cp^j, . . . , 
nous aurons les formules 

tang( ?(1) — *) = k r tang®, k {1) = 

i k r j 

tangos)— ?(«) = *!i) tan g?d)> k ( S) = '*’ > 

I -h /C (l) 

4 ♦ . 4 . , , . . 1 ' • ' * » 

J ft 

tang(<pw — = Kn-u tang«p(/i-i)» k ( „)= , { r n 11 • 

1 ■+“ K [n- i) 

Quand n est tres grand k {n) est tr&s petit, comme nous Pavons 
vu ; alors k\ n _ K) est tr&s voisin de l’unit^ et Von a sensiblement 


ou bie 


*L 


?(») — ?(«-!) ~ ?(»- 1)j 


A.. ET L. 


9 (n) = i) ; 


21 
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?(n) __ gfgr-lj # 

%n ~~ 2 n-t * 

Done a partir d’une valeur suffisamment grande de ft, reste 

sensiblement constante et Ton aper^oit ainsi que tend vers 
une limite quand n augmente ind^finiment. 

Exemple numerique. — (Nous Pempruntons a la Theorie des 
fonctions elliptiques deDur£ge ? p. 178.) 

Soient 

A* = 9 = 3o° 

2 1 

les valeurs donn^es de k 2 et de 0. 

II rdsulte d’un calcul prudent que l’on a 

2K 

— 0,072 oo;3.8, 

it 

Ar' = cosO. . . . 9,849 485 o, 
k\= cosfl,... 9,993 5 n8, 
k' t = cosOi... 9 >999 9878.9, 

4 ^ = cos0j... 1,000 0000.0, 

Yoici maintenant le calcul des angles cp ( , o s , o 3 : 

<p = 3 o* 0|= 52 °ia' 2/,56 os = io 4 °o'o",i 4 

tango 9,7614394 tang<p ( o, no 4374-9 tango, o,6o3 2276. ■> 

9) 8 49 485 o k\ 9,993 5 n 8 k’ t 9,9999878.9 

tang(fi— o).. 9,6109244 tang(oi— o,). 0,1039492.0 tang(^ s — cp a ). o,6o3 2i55.4 

o,-ip = 22 < 'i2'27',59 o s -o,= 5 i° 47 ' 3 a ",58 ® 3 -o,= io 4 0 oV, 4 o 

^oa'iaV^e <?*= 104° 0' o',i 4 ® 3 = ao8“oV,4o 

On prendre ici comme valeur approchee de lim le rapport 

g = J(2o8»o'i'54) = 9 36 oo", 19. 

Pour exprimer cet angle en parties de rayons on divise le 
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nombre de secondespar 206 264,8 

Log g3 600", 19 = 4,971 2767.9 
Log 206 a64', 8 =5,3i4 4a5i.3 

9,656 85i5 .7 
2K 

Log — =0,072 0073.8 
Log F(tp, k\) = 9,728 8689.5 

F(?> k) = o ,535 6221 pour <p = 3o° et A 2 = = *• 

Remarque . — Lorsque le module est devenu tres petit le 
calcul des modules suivants peut se simplifier. ( Voir Bertrand, 
Calcul integral, p. 661.) 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE X. 


Division de la periode 20) par un nombre impair En posant avec 

Jacobi 3 r(a?) = 0 

2r(a?)5 • * 3r - 4 - (n — 1 ) =5 C3r(ft#, q n ), 

ou l’on suppose que, 3r(a?) correspondant aux periodes 210 et a q n ) 
2 to 

correspond aux periodes — ? 2 to', et oil G designe un facteur constant. 

On peut remarquer que le premier membre d’une part et ?J(xx y q u ) 
d’autre part sont deux fonctions qui admettent les mSmes multiplicateurs 
pour les periodes 2w, 2 to' et qui ont les mtoes z£ros dans un paraI 161 o- 
gramme des periodes. 

On a une verification int^ressante de 1 ’identity precddente en consid^rant 
le produit infini qui donne %(ncc, q n ), savoir 

C3r(/i27, q n ) = ( 1 — 2 q n cosunx -h q- n ) 

X (i — iq Zn C0S2 nx ->r q* n )( 1 — 2 q ln COS27&# -h q Un ). . ., 


^ verifier l’identite 


et d^composant chaque facteur de ce produit d’apres fidentitd suivante 
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(theoreme de Cotes) 


i — 2 q n cos 2 nx q* n = j"j£i — 2 % C0S2 ■+* 


pour 


r = o, i, 2, . . ., n — i, 


ou, ce qui revient au m£me puisque n est impair, 
j = o, i, a, n — i. 


D’apres cette verification l’identite r£sulte de ce que, dans un produit 
infini absolument convergent, on peut remplacer plusieurs facteurs par 
leur produit effectue et reciproquement. 

Verifier la formule 

(—i)~ 5 t (z)S t (x-h (n— 0~j = G'S t (nx, ?»), 

( < iKx\ 

— — j, C' une constante et n un nombre 
impair; de plus (a?) correspondant aux periodes 2W et aw', g 71 ) 

correspond aux pdriodes aw'. 

Des formules des deux exercices pr£c 6 dents deduire la suivante 
/2nK w ar 


\ 


K™x P *K aK/ aic\ oKf , awl 

? ) = C sn — arsn — x-\ **-sn — -i) — > 

TZ J TZ TZ \ n ] 'TT L n J 


oil Fon suppose que k' n) et correspondent aux p 6 riodes aw' 
comme k et K. correspondent a 2w et 2w' et ou C a la valeur constante 



CHAPITRE XI. 

FONCTIONS A MIJLTIPLICATEURS CONSTANTS OU FONCTIONS 
DOUBLEMENT P&RIODIQUES DE SECONDE ESPfcCE. 


200. Definitions. — Dans plusieurs questions de Mecanique et 
le Physique math6matique, on est conduit a dtudier des fonctions 
miformes de n’admettant a distance finie d’autres singularity 
\ne des p61es et sereproduisant multipliees par des constantes u 
)u p/ quand onajoute a u Tune ou l’autre des periodes 2 to etaco'. 
June quelconque de ces fonctions F(w) verifie done deux rela- 
tions de la forme 

F( u + 2o>) = fiF(a), F(m + 2w') = fA'F(tt). 

M. Hermite, qui a fait l^lude des fonctions de cette nature 
Sur quelques applications des fonctions elliptiques, Gauthier- 
Pillars, 1 885), leur a donn£ le nom de fonctions doublement p6- 
r 'iodiques de deuxieme esphee ; ces fonctions se reduisent aux 
onctions doublement p^riodiques ordinaires ou fonctions ellip- 
.iques, quand les deux multiplicateurs constants p. et p' se re- 
juisent a l’unite. Quand les multiplicateurs p, et p/seront donnas, 
aous appellerons les fonctions telles que F(u), fonctions aux 
multiplicateurs constants p. et p/; les fonctions elliptiques sont 
dors des fonctions aux multiplicateurs i et i. 

Les relations 

F (w + aco) = {jlF(m), 

F(w -+- a to') == fi ; F(m) 

entrainent evidemment la suivante ou m et n sont des entiers po- 
sitifs, n^gatifs ou nuls : 

F(a-h h- 2nw r ) = JJL 77 * F ( m). 

II en r^sulte que, si la fopetion F {u) admet un p61e u=a , elle 
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admet comme p61es, au m&ne degre de multiplicity, tous les 
points homologues 

a ni ji'=CL-± t Lrru o *+- 271 a/. 


Si le r6sidu relatif an p6le a est A, le r£sidu relatif an p61e 
est p^p'^A. De m^me, si la fonction F(«) admet un z<5ro u= £, 
elle admet comme z£ros, avec le mSme ordre de multiplicity, 
tous les points homologues. 


Exemple . — Yoici quelques exemples de ces nouvelles fonc- 
tions. Soient A, a et X des constanles, la fonction 


/(a) 


A 


K(u — a) 
H («) 


e lu 


est une fonction aux multiplicateurs 


fi — e 2Xo) } jjl'= e ( 


*-H2 W 


En effet, les relations fondamentales 
H(wh- 2 lo) = — H(m), 

_ in. ,, 

' H(zfc - 4 - 2 ci/) = — H (u)e w 


donnent les suivantes : 


/(K+2U) =/(w)e 2 ^ j 

i 7T3C * , 

/(a + 2w')= + a> . 

La theorie du pendule sph^rique nous fournit un autre exemple 
de ce genre de fonctions. Nous avons trouve, en effet, pour x-\-iy 
une expression de la forme suivante (p. 95 ) 

. . . rf(u -+- a) (flu — b) . 

<p(w) = A J-± l e **, 

A, a : b , X d&ignant des consjantes. Or, d’apr^s les relations fon- 
'damentales 

V(w-f-2to) =— e r n iu ^ } a , u 7 
u 2& r j = — etn'fc+v'ltfu. 
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cette fonction © verifie les relations 


<p ( -H 2 to ) = e2v](a-6)+2Xw ^ ( w ), 
Cp ( W -+- 2 0)') = e 2 /|'(a— M+sXco' <p (24)^ 


c’est done une fonction aux multiplicateurs constants 

ji,'= e2Y]'(a— < &)-t-2^to'. 

Dans la theorie que nous allons developper, nous supposerons 
les multiplicateurs p et p' donnes et nous formerons les expres- 
sions analytiques des fonctions qui admettent ces multiplicateurs. 
M.Hermiteaindiqud, pour ces fonctions, deux formes principales 
correspondant aux deux formes fondamentales des fonctions 
elliptiques. 

L’une de ces formes donne la fonction comme le quotient de 
deux produits de fonctions H ou d : elle met en Evidence les zeros 
et les p6les de la fonction. L’autre forme est analogue a la for- 
mule de decomposition en elements simples; elle met en dvidence 
les p6les et les parties principales correspondantes. 

Les seuls elements analydques necessaires pour cette thdorie 
sont les fonctions H ouc'. 


I. — Decomposition en facteurs. Consequences. 


201. Expression g6n6rale des fonctions it multiplicateurs con- 
stants. — Soit F(w) une fonction aux multiplicateurs constants 
donnis p et p/. Par hypoth&se cette fonction n’a d’autres points 
singuliers que des p61es a distance finie et vdrifie les deux 
Equations 

( F(a + au) = pF (u\ 

(I ' (F(b + W) = h'F(b). 


Pour obtenir une premiere expression de la fonction F(m), re- 
marquons que la fonction particuli^re 


(») 


/(») = A 


H(u — a) 
H(m) 
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consid6ree dans le num^ro prudent, v^rifie les relations 
(3 v ( /(tt + at») = h/(k), 

( /(WH-20)') = [*'/(«)» 

ou 

/TtGi «>} » 

(4) pi = e 2 ^ w , p.' = e w + w . 

On peut toujours disposer des constantes X eta defagon a faire 
prendre k ees mnltiplicateurs des valeurs donnees k l’avance. En 
effet, [x et ;/ £tant donnes, on a 


(5) 


x = 

a ~ Jiz^ Log [*'— to' Logjx), 


Logjx ayant la mSme determination dans les deux equations. 

Avec ce choix des constantes 1 et a, on a, par la formule ( 2 ) 
une fonction particulire/(«) auxmultiplicateurs donnas [x et jjl'. 
Mais alors, si 1 on revient 4 la fonction g6n<§rale F(u) aux memes 
multiplicateurs, le quotient 


( 6 ) 


*(“) 


F(«) 

/(«; 


est une fonction elliptique aux periodes 2 to et 20 /. En effet, 
quand u augmente de L’une de ces periodes, F et /"sereproduisent 
multiplies par le m^me facteur et <&(«) ne change pas. 

On obtient ainsi une premire expression generate des fonctions 
aux multiplicateurs constants jx et pi/, en prenant 

F( - u)=keXu ^r * (u) ’ 

les constantes X et a etant d^terminees par les relations (5) et 4> ( 11 ) 
designant une fonction elliptique aux periodes 2 to et 2 it/. 


D^compo^tion ©n facteurs. — La formule de decompo- 
sition en facteors se d&toii imm<§diatement de ce r&sultat. En effet, 
la fonction elliptique $(&) peut.se mettre sous la forme suivame 
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(n° 40) 

v ' H(k — ai)H(a — — a r )’ 


avec la condition 


( 7 ) 


-f- ^2 “+" • • • "+“ b r = -+■ ^2 -+- . . . -+- Ct r . 


La fonction aux multiplicateurs constants p et p 7 peut done 
s’ecrire 


( 8 ) 


F(w) = Be^ u 


U(u — x)E(u-b l )...H(u~b r ) 
H(a) H(it — «i). . .H (u — a r ) 


Telle est la formale de decomposition en facteurs. Elle conduit 
aux consequences suivantes : 

i° Une fonction a multiplicateurs constants poss&de , dans 
un parall6lo gramme des periodes , autant de zeros que d y in- 
finis. Cela resulte de ce que, dans la formule (8) ci-dessus, il 
entre autant de fonctions H au numerateur qu’au denominateur. 

2 ° Si Von considere , d J une part, les zeros , d’ autre part les 
infinis que poss&de une fonction aux multiplicateurs p et f 
dans un par alttlo gramme des periodes , la difference entre la 
somme de ces zeros et la somme de ces infinis est egale a. 


i-(coLogfi'— (*>' Logfx), 

L 7t 

d des multiples des periodes pres . 

En effet, la fonction F ( u ) definie par la formule (8) a, dans un 
parallelogramme des periodes, des infinis homologues des points 

0 } CZi, #2j • ■ • > U/'i 

et des zeros homologues des points 

a > ^2) • • *; l>r* 

La difference entre la somme des zeros et celle des infinis est 
done 

(9) a -b 61 + - • --H b r — ■ ( #4 -+- a 2 -b. . .-h a r ).+ , 2 77r<t>-b2 7itt> r : 
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si Ton tient compte de la relation 

b\ 4~ b% ■ • • “H bp— Ct\ -+- Ct% 4- . . . 4” 

et de la valeur ( 5 ) de a, on voit que la difference considdree ( 9 ) est 
( co Log n'— a>' Logjj.) 4- 2mw 4 - ‘in to', 

ITZ 

ce qui d&nontre le theorSme. 

Changer les determinations choisies pour Logp' et Logp re- 
vient k modifier les entiers m et n. On pourrait, par exemple, 
choisir les determinations des deux logarithmes de fagon a 
annuler m et n. 


Remarque . — II est Evident que la fonction F (u) donn£e par 
la form ale ( 8 ) n’admet pas n^cessairement, d’une manure effective, 
le p61e u — o : car un des z^ros b 1 , b 2 , . . . , b r peut 6 tre 6 gal k o 
ou homologue de o. De mke, cette fonction n’admet pas n£ces- 
sairement le z^ro a. 

Les deux th£or£mes que nous venons d’&noncer admettent la 
r^ciproque suivante : 

3° Si Von considkre une expression de la forme 


F (u) = Be^ u 


H(u-b)H(u — b l ). 
H(m — a)H(u — a 1 ). 


,H(u — b r ) 
.H (u — a r )’ 


dans laquelle les constantes \ a, a K , i, 6 n ..., 6 r ve- 

rifient les deux relations 


(10) 


b 4“ b\ 4 -. . .4~ b r — (a 4- a 1 - 


1 = Lo S 


.4 -a r )= j- (00 Logfx'— o)' Log(Jt), 


cette expression F (w) difinit une fonction aux multiplica - 
teurs p et p'. G’est ce qu’on vdrifie imm^diatemenl en partant des 
relations fondamen tales 

H(k 4 - 203 ) = — H (a), 

i*sc 

H(w-t- 2 m') = — H (u)e 

Qaaad les multiplicateurs p. et p' sont £gaux & i , la fonction 
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F(m) devient une fonction elliptique, et la deuxidme des rela- 
tions (io) exprime alors le th^ordme de Liouville (n° 39). 

203. Nombre minimum de pdles d’une fonction & multiplica- 
tenrs constants. — Nous avons vu qu’une fonction elliptique a, an 
moins, deux p6les simples ou un p6le double dans un parallelo- 
gramme des pdriodes. II en est autrement pour les fonctions a 
multiplicaLeurs constants. 

Quand les multiplicateurs jjl et p/ sont quelconques et ne 
verifient pas la relation 

(irj — (to Logp' — to'Logfi) = o, 

1 7t " 

pour des determinations convenables des logarithmes , toute 
fonction aux multiplicateurs p. et f admet an moins un pdle 
sample dans un par allilo gramme des periodes . 

En effet, si la fonction F(w) donnde par la formule generate (8) 
n’ avail pas de pdles, clle n’aurait pas de z6ros, et cette fonction 
se rdduirait k la fonction 


F(w) = 

dont les multiplicateurs 


verifient la relation (i i) que nous avons £cart£e. 

II y a done au moins un p6le. JD’ailleurs, il existe des fonctions 
avec un seul pdle dans un parallelogramme des periodes. Telle est, 
par exemple, la fonction d^ja considdrde 


fW= A 


H(a — a) 

H (») 




ou 1 et a sont ddterminSs par les Equations (5). Cette fonction 
a, comme pdles, le point u = o et les points homologues. Telle 
est encore la fonction 


/(* — *) 


a H(w — p — a) 
HO-o) 


e l{u-V) } 
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ou v est une conslante queJconque; cette fonction admet 7 corame 
p6les ; le point u= p et les points homologues. 

204. Fonctions & multiplicateurs sp^ciaux. — Nous dirons que 
les multiplicateurs jjl et p/ sont speciaux quand ils verifient une 
relation de la forme 

a) Logfz'— u>' Log p. = o, 

pour une determination convenable des logarithmes. Dans ce cas, 
il existe une fonction partout finie dans un parallelogramme des 
p^riodes et admettant les deux multiplicateurs : cette fonction est 

A cm , 

X 4tant d^termin^ par les deux relations compatibles 
x _ Log^ _ Log[j/ 

2 to 2 to' 

La fonction la plus g^n^rale F ( u) aux multiplicateurs spdeiaux jjl 
et p/ est alors 

F(k) = A.e*“ <*>(«), 

$(«) ddsignant une fonction elliptique. Une fonction elliptique, 
non reduite & une constante, a au moins deux p61es simples ou un 
p6le double dans un paralldlogramme; done, si la fonction F(«) 
ne se rdduit pas a une simple exponentielle Ae Xu , elleadmet dans 
un parallelogramme au moins deux poles simples ou un pdle 
double. Telles sont les fonctions 

e*“sn s «, [Z( u - a) — Z(u — b)], 


II. — Decomposition en elements simples. 

20S. Element simple. — Reprenons la fonction 

les constantes X et a etant ddtermin^es par les Equations 

x= ^ Lo ^> 

* = («> bog p'— to' Log p). 
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licartons le cas des multiplicateurs sp^ciaux dtudi<5 dansle dernier 
numero. Alors a n’est pas homologue de z6ro et la fonction /(«) 
devient effectivement infinie au point u = o et aux points Jxomo- 
logues. D^terminons la constante A de telle fa§on que le residu 
de f(u) relatif au p6le u = o soit <%al a x. Pour cela, il suffit 
d’dcrire que le produit «/(«) est <Sgal k i pour « = o. On a ainsi 


AH(a) 
H'(o) * 

et la fonction /(«) devient 


A 


H'(o) 

H(a) 


( 12 ) 


/(“) 


H'(o) H(m — g) 
H(a) H (u) 


e' Ku . 


Cette fonction f(u) constitue l’ 6 I 4 ment simple introduit par 
M. Hermite pour obtenir la deuxieme expression g£n<$rale des 
fonctions aux multiplicateurs p et p^. Elle y^rifieles deux relations 


I /(M + 2W) = p/O), 

I /(m + 2w')= p'/(M); 


elle admet comme p6le simple le point u = o et les points homo- 
logues. Au point u = o son residu est i; au point u ~‘im (04-2/10/, 
m et n <§tant des entiers quelconques, son residu est p m p'«, comme 
il resulte de 1’dquation 

/(K-l-2»nd + 2/ia) , )= jjp»p'"/(tt), 


consequence immediate des relations (i 3 ). Si dans ces relations on 
change u en u — p, p d6signant une quantity quelconque ind6- 
pendante de ou a aussi 


- | /O— V + 2W) = ^/(K- p), 

l/ I /(a— P-Ha co') = p' f(u— t>). 

La fonction 


(i5) 


/(u-e) = - 


Er(o) H(m — p — a) 
H(«) H(w— p) 




regard6e comme fonction de a done les m£mes multiplicateurs p 
et p' que f(u ) : elle admet comme p6les simples le point u = p et 
les points homologues, le point u = p avec le residu 4- 1 . 
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II est interessant de voir quelles sont les propri^tds de cette 
m&me fonction f(u — v) consid^e comme fonction de p. Si dans 
les relations (i4) on change u en u — 2 to on obtient deux nou- 
velles relations que nous 4crirons comme il suit 

f{u — 0-20)) = -i /( K — 0), 

f(u-0- 2to')= ^jf(u-v). 

Ces relations montrentque f(u — p) considere comme fonction 
de p est une fonction aux multiplicateurs inverses - et -V Cette 

fX [X 

fonction de p admet comme pfiles simples le point e = u et les 
points homologues, le point v = u avec le r£sidu — 1 . On v&rifie, 
en effet, imm^diatement, que le produit (v — u)f(u — p) tend 
vers — 1 quand e tend vers u . 


206. Formule de decomposition. Cas des pdles simples. — Soit 
une fonction F(m) aux multiplicateurs non sp£ciaux pi et [x ; . Sup- 
posons d'abord que cette fonction n’ait que des pdles simples ho- 
mologues respectivement de certains points 

u = a, u ~ b : . . u = l, 

et soient 

A, B, ..., L 

les residus de F( u) aux poin ts a : b, 

Consid&rons la difference 


^(")= F(m) — Xf(u — «)— B Lf(u— l). 

Nous aliens montrer que cette difference est identiquement nulle. 
En effet, ¥(w) est une fonction' aux multiplicateurs p, et p/ ; car 
elle est une somme de fonctions F (a), — A f(u — a), ... ad- 
mettant s^parement ces multiplicateurs. En outre, cette fonction 
W (u)estjir}ie pour toates les valeurs de u , car, dans le voisinage 
de u =c= a r pa,c example, on p, par hypoth&se, 

4- , function r^guliere^ 
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de plus, d’apr^s les propriety de lafonction /(« - o), on a, dans 
le voisinage de u = a, 

f(u)= -f. fonction reguliere; 

enfrn les aulres termes f(u-b). . .f(u- l) sont des fractions 
rdgulieres au point u = a. Dans la combinaison qui donne W(«) 

les termes en —— disparaissent et est finie pour u — a. II 

en est de m&ne des autres points u = b, . . . , u = l et des points 
homologues. 

Ainsi u ) est une fonction aux raultiplicateurs non sp^ciaux 
V- et p', riadmettant plus aucun pile a distance finie. Mais une 
telle fonction ne peut pas exister (n° 203 ) : done W(u) est iden- 
tiquement nulle . On a alors la formule 

(i6) *(u) = kf(u-a) + Bf(u-b) + ...+ Lf(u~l). 

C’est la formule de decomposition en elements simples, mettant 
en Evidence les p 61 es non homologues b , . * . , / et les r6sidus 
correspondants. Ghaque terme de cette formule est une fonction 
de u aux multiplicateurs p et p ; admettant dans un paralldlo- 
gramme un seul p 61 e simple. 

Inversement toute expression de la forme (16) dans laquelle a, 
b , I sont des points non homologues deux a deux et A, B, ...,L 
des constantes quelconques, est une fonction aux multiplicateurs 
p et p', ayant comme pdles les points a, b, . . ., I et leurs homo- 
logues, les residusrelatifs aux points b, . . JdtantA, B, L. 

D’apr^s cela, on peut choisir arbitrairement les rSsidus A, 
B, . . . , L il n’existe entre eux aucune relation n^cessaire. II y a 
done Ik une difference avec les fonctions elliptiques pour lesquelles 
la somme des residus est nulle. 

Exemple de dicomposition . — Soit 

^ I7) F(w ) = a(u-a)H(u — 6 )’ 

a et b etant deux constantes non ’hpinotagues bntre elle& et non 
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homologues de o. Cette fonction admet les multiplicateurs 


comme il rdsulte des proprietes fondamentales de la fonction H; 
elle admet comme p61es les points a et b et les points homologues. 
Construisons l’^lement simple correspondant 


A u )=— 


H(a)H (u) 


e'w, 


en choisissant \ et a de fagon que cettc fonction admette les m6mes 
multiplicateurs p. et p/. 11 suffit de prendre 

). = o, a r= — (a -t- 6); 


V element simple est done 

H(a + 6) H(m) 

Les residus de la fonction a decomposer F(m), relalifs aux deux 
p61es non liomologues a et b ) sont 

a g Ha) H»(fe) 

A ~H'(o)H (a -&)’ H'(o)R(b — a)’ 

pour les oblenir, ii suffit de chercher les limites des deux produits 
(u — a) F (u) et (u — b) F(«) pour u = a et u = b. 

La formule de decomposition est done 

F(a)==A/(a-a) + B/(«-ft) f 
ou, en ecrivant tous les termes explicitement 

H»(«0 

H (u — a) H (u — b) 

“ H(a-t-&)H(a-6) L H (u — a) K(u-b) J" 

207. Cas des p 61 es multiples. — Le meme raisonnement nous 
donnera la formule dans lecas des p61es multiples. Supposons que 
la fonction F(w) $ux multiplicateurs non speciaux p. et p/ ad- 
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mette comme p61es les points a : b , . I non homologuesj et 
supposons que les parties principales relatives a ces poles soient 
respectivement 


<pi (“) = 


A, 


A a _ 


u — a (u — a)* (w — ay ( w — cz )* * 


f , B B! B 2 Bq_i 


Si Ton d^signe par/ ; , /", ... les derivees successives de /(w), la 
difference 

T(«)»F(u)-[A/(u-a)-A 1 /'(#-«)+^L/»( II _ a ) 

+ I)a_1 zr 2 : T-, /la_I) <“-«>] 

- [b/(«-*)-B, /'(«-*) + /•(!»-*) 

+ ( “ i)?_i t . 2 Bp .7-i /lM) ( “ ~ 6 } ] 


est encore identiquement nulle : en effet, dans le voisinage de 
u = a par exemple, on a 


f(u — a) = 


u — a 


■ fonction reguliere, 


f'( u — a) = — 7 — - 4- fonction reguliere, 

J K 1 ( u — a ) 1 


I 2 

f'\u — a)= 7 — - 4- fonction reguliere, 


(z* — a)* 


f(oL-i)(u — a) = (— i)*" 1 1 -H fonction reguliere. 

Done 

A/(h — a) — — a)4- a)-K. . 

— a) = ©i(iz) + fonction reguliere. 
1 . 2 , , .a — i ^ * 

A. ET L. 


22 
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Comme dans le voisinage de u = a ) on a aussi, par hjpothfese, 

F(tt)= cpi(w)-f* fonction r^guliere; 

on voit que W(u) est reguliere au point a] il en est de ra£me des 
antres points b , le t des points homologues. Cette difference 
W( u) est done nne fonction aux multiplicateurs non spiciaux p. 
et p/ n’ayant plus aucun pdle & distance finie . Comme une telle 
fonction ne peut pas exister (n° 203), W(&) est idenliquement 
nulle etl’on a la formule de decomposition 


( 18 ) 


F(w) = ^ [^A/(w — a) — — . . 

ll g r L /(a-i)( M _ a )l. 

1 . 2 . . . a — i J v 


la somme dtant Vendue a tons les p61es non homologues. 

Riciproquement, toute expression de cette forme, danslaqnelle 
les coefficients A,A f , ...,A a _ 4 , ... sont choisis arbitrairement, est 
une fonction aux multiplicateurs p. el p'. 

On voit Panalogie de cette formule avec celle que M. Hermite a 
donnde pour les fonctions elliptiques et que nous avons 6 tablie 
au n° 26 par un raisonnement presque identique. 


Exemple . — Prenons, par exemple, la fonction ( 17 ) de la 
page 335, en y faisant b = a, 

F(u) = mr~ ■ V 
v ' H 2 (« — a) 

Cette fonction admet les multiplicateurs 


_ S/TCrt 

}! = !, |x' = e “ ; 


elle a comme unique p&le double le point u ~a et les points ho- 
mologues. Dans le yoisinage du point u=a,on a, par la formule 
de Taylor, 

H(a)=i H(«)+(b — a)H'(a)+..., 

Hfst— ^)=i= (k - «) iii-- ^ 8 H'"(o) + . . . , 
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car H(m) etant impaire, H(o), H yy (o) sont nulles. Done 
H (u) = 1 

H(w — a) (w — a)H'(o) (u — a) 2 H"'(o) 

— 6 — F(5) + - 

= 7 V»77 - ^ [H(a)+(M^a)H'(«) + ..,], 

(14 — a) H (0) y j \ j j 

En Kievan t au carre, on a enfin 

H*(m) _ 1 H 2(a) 2 H(a)H'(a) 

H*(it — a) (it — o)* H's(o) + (it — a) H'*(o) 

les lermes non Merits formant une fonction reguliere au point a. 
On a ainsi mis en Evidence la partie principale de F(u) au p61e a. 
L’element simple avec les multiplicateurs jjl et p/ est actuellement 

H f (o) H(k 4- ia) 

^ y ~ H(aa)H(a) 


La formule de decomposition est enfin 


F («) 


aH(a)H'(a) 

H'Ho) 


/( u — a) — 


11 * (a) 
H' 2 (o) 


f(u — a). 


208. Methode de M. Hermite. — Pour etablir la formule de de- 
composition, nous avons suivi une marche analogue a celle que 
nous avons employee pour les fonctions elliptiques (n os 24 et 26). 
M. Hermite etablit cette formule par la meibode suivante, que nous 
indiquons k titre d’exercice : 

Soit F (u) une fonction aux multiplicateurs non speciaux p. 
et p/; designons par v une variable auxiliaire et considerons la 
fonction de v 

*(0=F(p)/(u-p). 

Cette fonction est doublement piriodique : car, sil’on augmente v 
de l’une des periodes, F(p) se reproduit multiplie par p. ou p y et 

f(u — p) multiplie par - 011 done le produit $(V) ne change 

p, (j, 

pas. La fonction 4>(p) est done une fonction elliptique. En dcrivant 
que la somme des residus de Q(v) relatifs aux p61es situes dans un 
parallelogramme ou, ce qui revient au m£me, relatifs aux p6les 
non bomologues, est nulle (n° 25), on obtiendra la formule 
clierchee. 
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Les infinis de $(p) sont les infinis des deux facteurs F(p) 
et f(u — p) : les infinis de F(p) sont homologues des points 

a ) by • * • 7 Z) 

ceux de f(u — p) sont homologues du point u. Supposons, pour 
simplifier, les p6les de F(p) simples et soient A, B, . . . , L les re- 
sidus de F correspondant aux p61es a, b, Les r^sidus dc 

$(p), relatifs a ces p61es, sont 

A f(u~a)y B f(u—b), L/(m — l). 

Le residu de <5(p) relatif au p61e p = u est 

ficrivant que la somme de ces resides est nulle, on a bien la 
f ormule cherch^e. 

Nous laissons au lecteur le soin d’appliquer la m£me m^thode 
au cas des p61es multiples. 

209. Multiplicateurs spSciaux. — Dans ce qui precede, nous 
avons 6carte le cas oil les raultiplicateurs p. et p/ v^rifieraient, pour 
des determinations convenables de Logp. et Logp/, la relation 

o> Log — o>' Log }jl = 0. 

Supposons maintenant cette relation remplie : il exisle alors une 
exponentielle de la forme 

e \u 

admettant ces deux multiplica teurs, car les deux Equations 

fjt = [JL r = e 2 *u' 

donnentpour 1 des valeurs compatibles. Cette fonction 

e Xu 

est une fonction n’ayant aucun p6le a distance fmie. Lament 
simple appel6/(w) n’existe plus dans ce cas, car la constante a est 
homologue du point a. Done les formules de decomposition ge- 
nerate ne s'appliquent pas k ce cas. 

Mais, aetuellement, toute fonction F(m) aux multi plica teurs 
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speriaux p. et [x' peut s’ecrire 

F(m) = <i>(a), 

<X >(w) etant une fonction elliptique. Ilsuffira de decomposer cette 
fonction $(u) en elements simples par les formules des n os 24 
et 26, et il en resultera une formule donnant F^). Par exemple, 
supposons queF(w) ait seulement des p61es simples homologues 
des points 


les r6sidus relatifs aux points a, ft, . . I etant 

A, B, L. 

La fonction elliptique 

<$>(w) = F (a) 

admet les m£mes p6les avec les residus 

e-^A, e-^B, er^L. 

On a done, d’apr^s la formule (3i) du n° 24, 

<J>(w) = C 0 -h e~^ a k Z(w — a) -+* e~^B Z (u — b) -K . .4- e~^ l L Z (u — /) ; 

en outre, la sorame des residus de la'fonction elliptique <E> etant 
nulle, on a, entre les p61es et les residus de F, la relation 

( 19 ) a e -^ a -+- B h- . . . -f- Le-^ = 0 . 

Revenant k la fonction donnee F par la formule 

F ( w)= e^ u $(u), 

on a enfin la formule 


F(w) = G 0 e^-h Ae^““ a) Z(u — a) 

4 - B e^-*> Z ( w — 6 ) + ...+ L e^ u ~ l) l(u-l). 

On pourrait done prendre actuellement comme element simple la 
fonction 

cp(a)= e^ u Z(u) 

et ecrire 


F(w)= A <p(w — a)4- B cp(w— ^)-h. . ,-h L cp(i4 — /). 
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II est important de remarquer que, si les multiplicateurs sont 
sp^ciaux, les r^sidus ne peuvent plus £tre choisis arbitrairemenl : 
ils sont lies aux poles correspondants par une relation, qui a la 
forme (19) quand tous les p 61 es sont simples. 

m. — Equation de Lame. Equations de M. Picard. 

210 . Equation de Lame. — Une application des plus impor- 
tantes des fonctions doublement periodiques de seconde esp£ce, 
ou fonctions a multiplicateurs constants, est Pintegration d’une 
classe d’equations difiF^rentielles lin^aires et homogenes ayant 
pour coefficients des fonctions elliptiques. 

La premiere Equation de ce genre a ete consider^e par Lame k 
propos de 1’equilibre des temperatures dans un ellipsoide homo- 
gene. Cette equation, appeiee Equation de Lam & , a d’abord ete 
prise par Lame sous la forme 

d* y 

fat = !>(*■+- 0* 1 sn ^ + A]/ } 

k etant le module, n un entier et h une constante. Lame s’esl 
borne a integrer cette equation pour des valeurs particulidres 
de h choisies de telle fagon que Pequation admette une solution 
qui soil un polynome entier ensn#, ouunpolynome entier en sn# 
multipliepar Pun des trois facteurs en#, dn# ou cn#dn#. 

Par exemple, quand n= 1, Pequation 

d*y 

fat =(2^ sn *a> + h)y, 

admet la solution 

y = sna?, 

pour h =— (1 + A 2 ), et la solution 

y — cna?, 

pour h = — 1 . 

M. Hennite, se platan t dans le cas general oft h est quelconque, 
a monlre que liquation de Lam6 peut toujours Stre int<%r<5e et 

que son iat^grale g^n^rale est de la forme 

* * 3 $ Q! F( — a?), 
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F(#) 6tant une fonction k multiplicateurs constants, C et C' deux 
constantes arbitraires. 

21 1 . Forme de liquation de Lante dans les notations de M. Weier- 
strass. — Si dans liquation 

i dfi y 

on fait ie changement de variable 

X = y iKj 

u d^signant la nouvelle variable et X une constante, et si V on se 
reporte k la formule 



liquation devient 

l - n ( n + l ) . ~L 
y du 2 *> u 

* A 2 sn 2 

Introduisons maintenant la fonction par la formule (n° 97) 
— = p(k|2«, 20)')+ 

nous ob tenons liquation 

i d*y , » , 

y du? = n ( n + ')P u + l > 

oil l est une constante. C’est \k la forme de liquation de Lame 
dans la notation de M. Weierstrass, telle que nous Pavons ren- 
contr^e au n° 194. 

212. Integration de liquation de Lam6 pour n = i. — Nous 
allons exposer la m^tbode de M. Hermite pour le cas de n = i , 
qui, d’apres lesrechercb.es de M. Hermite, sc ptesente dans l’6tude 
des mouvements k la Poinsot. Nous rattaclierons ensuite le cas 
oil n est un entier quelconque k un thdorfeme de M. Picard. 
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(20) 


Liquation de Lam6, pour n = i , peut s’ecrire 
i d\y 


y due 1 




Essayons de la verifier par la fonction k multiplicateurs constants 


y i = 


_ a'(u-f-a) u 


du 


a et X designant des constantes. Nous avons, en prenant les d^- 
rivees logarithmiques des deux membres 

= + — £ w -{- X, 

y i du 

et en d^rivant de nouveau 


JL d-Zl 

yx du 2 



= p»-p(« + a). 


Mais d’apr£s la formule d’addition pour (n° 44) la valeur de 
Y ^ P eut s ’^ cr i re 

1 dy\ ^ i p'a — p'a 

— — = -4- X 4 — • 

2 j) a — pa 


puis, d’apr^s la deuxi&me formule d’addition pour pu (n° 48), 
on a 




On a done enfin 

i 

yl 


d*yi 
du 2 


2pW-f-p<2 — 

"+■ (^a *+" X -+- 


L ( p' u —P' a Y 

4 \ pw — pa / 
i p'a — p f a \* 

5 pa — pa / 


Pour que le second membre devienne 6gdl k 2 pu + l, on voit 
qu’il suffit d l e faire 

pa=l h X = — £a. 

Aiusi liquation ([aoj admet la solution 


d(u-ha) 

Yr= — i 

du 


er~ v ^* a , 
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a condition que la constante a soil d^termin6e par l’equation 
(ai) pa = l. 

Comme liquation differentielle ne change pas quand on change 
u cn — u , elle admet £galement la deuxieme solution 


72 = 


— a) 
tfu 


e u &, 


qui s’obtient aussi en changeant le signe de a, ce qui est Evident 
d’aprfis liquation (21) dont le premier membre est une fonction 
paire de a. 

Liquation de Lam6 pour n = 1 admet done l’int^grale g£n6rale 

n o'fK + fl) * - oVm — a) „ 

y — Ci L e-< a C 2 ; -e< a t 

tfu <fu 7 

C, et C 2 dyignant deux constantes arbitraires. 


213 . Equations de M. Picard. — Liquation de Lam6 rentre 
dans uneclasse d’^quations diff£rentielles lin^aires et homog&aes 
qui peuvent 6tre int6gr6es k Paide des fonctions a multiplicateurs 
constants, comme l’a raontr6 M. Picard ( Comptes rendus, 1880, 
i er semestre. 

Soil une Equation lindaire d’ordre n de la forme 


d l y 

dx n 


+-/i(») 


d tl - x y 

dx fl ~ x 




d'L-Zy 

doc*-* 


■+■• • •■+■//» ( x )y ” 0 , 


dontles coefficients f { (#), / 2 (#), . . fn(%) sont des fonctions 
ellipliques aux m6mes p&riodes 20) et 20)'; supposons en outre 
que Ton sache que Pintegrale g^n^rale est uniforme en x et n’ad- 
mette pas d’autres singularity que des p6les k distance finie. 

Dans ces conditions, liquation est int^grable k l’aide de fonc- 
tions & multiplicateurs constants. 

Pour le d 4 montrer, supposons liquation du troisi&me ordre 

(22) Sr +/i(a °S +/j(a7) i; = °- 

Le raisonnement que nous allons employer s’appliquera a une 
Equation d’un ordre quelconque. 
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Le point de depart est dans ce fait que quatre solutions quel- 
conques^ , y 2 , y%>yk de liquation du troisieme ordre ( 22 ) sont 
li^es par une relation lineaire et homog£ne a coefficients constants 
de la forme 

C t J^ 4 - C 2 ^ 24 - C3 ^3 - 4 — = 0. 

Soit alors 

yi- ?(#) 

une integral e de liquation : par hypoth&se, c’est une fonction 
uniforme de x . Comme liquation diff&rentielle ne change pas 
quand on change x en x -h 2 o), elle admet aussi les int^grales 

y 2 = <?(# 4- 2(o), y 3 = cp (a? -+- 4^), cp(a? 4- 6co). 

Entre ces quatre fonctions a lieu, quel que soit x , une relation 
de la forme 

( 23 ) Ci <p(#) 4 - C 2 cp (07 -h aw)+ C3 cp(o? -+- 4 o>) 4 - C 4 cp(a? -H 6co)=s o. 

En supposant C 4 different de z£ro et divisant par C 4 , on a 

( 24 ) <p(a?4- 6to) = ci cp(a?)4- c 2 cp(a? 4- 2a>)4- c z cp(a? 4- 4 W )> 

c 4 , c 2 , c 3 d6signant des constantes d£termin£es. Consid^rons alors 
la fonction 

(25) <(;(#)= Xi cp(a?)4- X 2 cp(# 4 - 2u))4- X 3 cp(a? 4 - 4^), 

ohX t ,X 2 , X 3 sont des constantes arbitrages. Cette fonction est 
une integrate de l’equation : nous allons monlrer que Ton peut 
determiner les rapports de ces constantes X de telle fagon que 

(26) <^(a? 4- 2 to) = (j. ^(a?) y 

[x 6tant une conslante convenablement choisie. En effet cette der- 
ni^re relation s’6crit, en vertu des pr^c^dentes (24) ct (25) 

Xi cp(ar 4 - 2o>)4- X 2 <p(#4- 4^)4- X 3 [Ci cp(#)4- c 2 cp (x 4 - 2 o>) 4 - c B <p (x 4- 4 co)] 
= fx[Xi cp(a?)4r X 4 <p(a?4-2co)4- X s f(x 4 - 4 <*>)]; 

d’ou, enegalantles coefficients de cp (x), <p(# 4- 2 to), <p(x -+- 4co), 

( H-Xi — C1X3 = o, 

C^7) * *■ * ’ “ Xj4- fxXj — 4 C 2 X 3 = o, 

l X J 4“ ( [X ~ C 3 ) Xjj = 0 . * 
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L’elimination de X { , X 2 , X 3 entre ces Equations donne, pour de- 
terminer pi, liquation du troisi&me degre 

(28) {jl» — fji 2 — Co [i. — C[ = o. 

Apr£s que l’on aura pris pour jji une racine de cette equation, 
on tirera des equations (27) devenues compatibles les rapports de 
deux des quantites X^ X 2 , X 3 a la troisieme, et Ton aura ainsi une 
integrate 4*(#) telle que 

En partant maintenant de cette integrale, comme nous sommes 
partis de ^(#), on montrera que l’on peut determiner des coeffi- 
cients constants X', X' 2 , X' 3 de telle fagon que l’integrale 

F(#) = X' l ^(a?)-t- X' 2 4 '(a? -H 2 (*>')-+- X' 3 4 (^H- 4 to') 

verifie une relation de la forme 

F(#-i- 2 u>')= fj/F(a?). 

D’ailleurs cette fonction F(ar) verifie dvidemment la relation 
F (a? h- 2a>) — n F(a?), 

puisqu’elle est une somme de trois fonctions A qui la verifient se« 
parement. 

On a done demontre que liquation poss^de au moins une 
integrale F(x) admettant deux multiplicateurs constants. Suppo- 
sons cette integrale trouvee : alors, conformement k la theorie ge- 
neralc des equations lineaires, on fera le changement de fonction 

y=n*)f*dx, 

z etant la nouvelle fonction inconnue. Cette fonction z verifie une 
equation du second ordre 

(*9 S + ^ i(;s) £ + ^ (a?) ^ =o ’ 

dontles coefficients sont doublement periodiques, comme formas 
rationnellement avec Jes fonctions A(#),/a(#) <jui sont dou- 
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blement p6riodiques et les quotients 

F'O) F r (a?) 

F(x) } F (#)’ 

qui le sont ^galement. En outre, l’int^grale gen^rale y de l’eqiia- 
tion donn^e etant supposde 6Lre uniforme et n’avoir que des p6les 
a distance finie, la nouvelle fonction 

dx [_F<»J 

possede les m6mes propridtes. L’equation diflferentielle en z 
poss&de done les propri^s caract^ristiques des Equations de 
M. Picard : elle admet au moins une integrate qui est une fonc- 
tion a multiplicateurs constants. On l’abaissera par le m6me pro- 
c£d£ a une Equation du premier ordre qui s’int^grera par une 
fonction a multiplicateurs constants. 


Remarque . — Nous avons suppose, dans notre raisonnement, 
C 4 different de z£ro. Si C 4 £tait nul (Equation 23 ), on aurait 

Ci cp(a7)-hC2tp(a?4- 20))-hG 3 cp(a7-l-4t«>)=o. 

Alors on supposerail C 3 different de z6ro et l’on aurait 

© (x -h 4 to) = c { cp (cc ) -h a cp (x -+- 2 to ) ; 

on poserait 

4»(o?)= Xi <p(o?)-H X 2 <p(a?H- aw) 


et on d^terminerait le rapport-^ par la condition 


-+• 2 to) = JJt <];(#), 

p. ddsignant une constante. Les conclusions sont done les m6mes. 

Le cadre de cet Ouvrage ne nous permet pas d’entrer dans le 
detail des divers cas qui peuvent se presenter. Nous renverrons le 
lecteur aux Memoires de M. Picard ( Journal de Crelle , t. 90) et 
de M. Floquet (. Annales de VEcole Normale , 3 e s6rie, 1. 1, 1 884 )• 


214. Retour & Liquation de LamA — Prenons comme exemple 
F Equation de Lam6 


r d*y 
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ou n est un entier que Y on peut toujours sapposer positif, car 
l’equation ne change pas par le changement de n en ( — n — i). II 
r^sulte des th6or£mes sur les equations lin^aires etablis par 
M. Fuchs (*) que cette Equation a, quel que soit l , une integrale 
g^ndrale uniforme ne poss6dant d’autres singularity que des p6Ies 
i distance finie. On pent done affirmer, d’apr£s le th^oreme de 
M. Picard, que eette Equation est int£grable k l’aide des fonctions 
a multiplicateurs constants. Voyons quels seront les p61es de ces 
fonctions etleur ordre de multiplicity. 

Soit u = a un p61e, d’ordre a, d’une integrale on a, dans le 
voisinage de ce point, 

y = G(a-a)-a[i + A 1 (M-a)+A 2 (M-a ) 2 + ...], 

C, A| , A 2 dysignant des constantes. On en conclut 

i dy _ g Ai-h 2 A 2 (za — . 

y du~ u — a i 4- Aj(a~a}+. . . 9 


ou, en dyveloppant le second rapport suivant les puissances de 
u — a , 


i a 

y du u — a 


+ A 1 h-B 1 (m — &)+*... 


Diffyrentions par rapport a u\ il vient 


1 d % y _ / y dyX* __ 


( u — a ) 2 


y du ' 1 

et, en remplagant ~ par sa valeur, 

i d*y _ a(q + l) saAi 


■ Bi - 


-+- 


y du fi ~ (u — a )' 1 u 
D’aprys liquation de Lamy, ceci doit £tre ygal a 
n(/i + i)pii+ L 


Oomme les seuls p6les de pa sont o et les points homologues, 
a doit £tre £gal k o ou homologue de o. Comme la partie prin- 


(*) Journal de Crelle, t. 66 , p. 121. 
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cipale de pic dans le voisinage d’nn de ses p61es est 

i 

( u — cl)' 1 ’ 

on doit avoir 


a(a + i)=/i(/i + i), aAj = o. 

La premiere relation exige, puisque a et n sont positifs, 

a = n 
Ai = o. 


et la seconde 


Ainsi une integrate quelconque de liquation de Lam6 admet, 
comme seals p6les, les points homologues de o : tons ces p6les 
sont d’ordre n . Nous savons d’autre part qne liquation de Lam£ 
admet au moins une int^grale y K qui est une fonction k multipli- 
cateurs constants. D’apres la formule (8) du n° 202, qui donne 
une fonction k multiplicateurs constants comme le quotient de 
deux produils de fonctions H mettant en evidence les p6les et 
les z£ros, cette integrate est ndcessairement de la forme 

_ A a 2 )...H(x-ha n ) 

yi e u^{x) 

oa, avec les notations de M. Weierstrass, 

= B w q, ( a? + gi)^+ gQ.-.tffoH-gi,) 
o'" (a?) 

II reste a determiner les constantes 


&l) &2? * • • j CCfij 

de fagon que cette fonction v^rifie liquation de Lam£; c’est ce 
que Ton fera par un calcul analogue a celui que nous avons d£- 
velopp£ (n° 212) pour le cas simple de n = r . 

Liquation admettra une deuxi&me inl^grale, y 2 d<£duite de y K 
par le changement de x en — x. On retrouve ainsi les r^sullals 
de M. Hermite. 
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215 . Definition. — M. Hermite a appele fonctiort doublement 
pSriodique de troisieme espdce une fonction uni forme n’acU 
mettanl d’autres singularity que des p 61 es k distance frnie et 
v&rifiant deux Equations de la forme 

’ ( cp(# -+■ 2u) = e ax + b y(v) 7 

K ' ( cp(a? 4- 2 w') = e a '‘ x + y ®(x), 


a, 6, a!, b r ddsignant des constantes. Les facteurs e aJS+b et 
par lesquels la fonction est multiple quand ^argument croit 
d’une p£riode, sont les multiplicateurs de la fonction : ces mul- 
tiplicateurs sont actuellement des exponentielles lindaires en x . 
L’etude de ces fonctions a £t£ faite par M. Hermite ( Comptes 
renduSj 1861 et 1862; Journal de Crelle, t. 100 ); par M. Biehler 
(Th&se de Doctorat , 1879) et par M. Appell ( Annales de Vficole 
Normale, 3 e s£rie, t. I, II, III et V). Des exemples simples de ce 
genre de fonctions sont fournis imm£diatemeut par les fonctions 
H, ©, D’une manure g6n6rale, la fonction 


U) 


cp(a?) = 


H(a? — b y )E(v — b % ). 

H(a? — «i) H — # 2 ). 


.H(a? — b p ) 

.H (x-a q y 


oil le nombre p des fonctions H au numdrateur est different du 
nombre ^ des m&mes fonctions au denominateur, est une fonction 
doublement p£riodique de troisieme espSce. Nous verrons plus 
loin que, rdciproquement, toule fonction doublement p£riodique 
de troisieme espfcce peut 6tre mise sous cette forme. Nous donne- 
rons encore deux expressions principals de ces fonctions : Tune, 
par un quotient tel que (2) de deux produits de fonction H, 
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mettant en Evidence les z£ros et les p6les; l’autre, par une sommc 
d 5 6lements simples, mettant en Evidence les p61es et les parties 
principales correspondantes. 

216. Simplification des relations que verifie une fonction k mul- 
tiplicateurs exponentiels. — Soit une fonction cp(#) Lelle que 

= e axJrb cp (a?) , 

cp(#-h *2 0)') = ta-'x+b' cp(ay). 


Posons, en d^signant par \ et p. des constantes, 
/(a?) = y(x). 


On peut toujours determiner 1 et ja de fa^on que/(#) admette la 
p£riode aw, c’est-a-dire ne change pas de valeur quand x croit 
de 2 co. En effet on a 

ff gp -t 2 tO 

— ■ 1 = e 4)vtDtf+4Xto»-t-2uai-»-aaM-& 

A*) 

ct pour rendre cetle exponentielle (Sgale a i, il suffit de deter- 
miner X et p. par les deux Equations du premier degr6 

(3) 4^<*> = — 4 Xto2 + 2 (J10) = — b. 

La fonction f(x) verifie alors deux relations de la forme 

(4) (/(»-!- 2 ( 0 ) =/( x), 

l /(tf+2<o')=eA*+B/(ar), 

A et S ddsignant deux constantes dont la premiere a pour valeur 
A = 4W-t-ffl'= — ffi '~ a “'. 

CO 

Comme la fonction /( a: ) admet la p^riode 2 co ? les deux membres 
de la seconde relation (4) ne doivent pas changer quand x crott 
de 2co : on a done 

e SA «=i, aAco=-2N™, 

N d^signant an entier positif ou negatif. Les relations (4) s’<$- 
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crivent alors 

/<*+»«) =/(«), 

g 

/(®-H a«')=e <*> + /(a?). 

Si 1 entier N £tait la fonction f(cc) serait une fonction aux 
multiplicateurs constants t et fonctions que nous venons d’e- 
tudier. Nous supposerons done N different de z^ro. Dans cette 
hypothese, on peut encore simplifier uel peu les relations ci- 
dessus, en prenant comme nouvelle variable 


et pos'ant 


Bco 


Ni'tc 


F («) =/(“■+■ 


Boj \ 
Nil k)' 


Cette fonction F(w) vdrifie alors les deux isolations 


i F(m + 2to) = F(m), 

(5) 

( F(m-h aw') =5 e <* F («). 

C est a cette forme simple que nous supposerons toujours que l’on 
ail ramen6 les deux relations verifies par une fonction double- 
men t periodique de troisi&me esp&ce. 


217. Exempt© du cas N = r. — La fonction 

I ' KU * T ft U * 

(6) E(«)=_e*«> Hj(m) = — -.— a*- H(«— «) 

V? Vq 

est une fonction r^guli&re en Lous les points k distance finie ou 
ce que l’on appelle encore une fonction entire de u, car elle se 
comporte comme un polynome en tous les points k distance finie. 
D’apr&s les propri^s de la fonction H ( , on a 

Hi(a-t-aw) = — 

in 

ce sont les formules du n° 76, ou nous ^crivons 2 to et aw' au lieu 
de aK et ai'K/. II en r^sulte que la fonction E(«) v^rifie les rela- 
A. ET L. 23 
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r E(k + ato) = E( w), 

(7) _£IH 

E(w-H 2 <o')=S w E (u), 

relations de la forme (5) ou N= 1 - Cette fonction entiere E(&) 
est partout finie; elle a les m&mes z^ros que H 1 m ) , & savoir : le 
point « = (oe t les points homologues; il y a un et un seul de ces 
zeros dans cliaque parallelogramme des periodes. 

Nous avons donn£ pour H< ( u ) la s^rie suivante (p. u5) 


l(K)= 2 


f 2 « -f-1 )* 

j ‘ e 2 “ ■ 


La fonction E(zz) est done donn^e par la s£i'ie 


E («)= 2 i n ! 


{n+\)i%u 




ou encore, en changeant n en n — 1 , 


niTUi 

E(a)= V q*&- V e w . 


I. — Decomposition en facteurs. Consequences. 

218. Premiere expression d’une fonction doublement p^riodique 
de troisieme espdee. — Soil nne fonction F ( u) verifiant les rela- 
tions 

r F(z£-h 210) = F(u), 

(8) IS i Tin 

F(w-f- ito r )—e w F(w), 

oh N est un entier positif ou n^gatif. Si nous ^levons a la puis- 
sance N la fonction E(m) dunumdro prudent, nous obtiendrons 
une fonction 

e n ( M ), 

verifiant les deux relations 

E n (mh-2w)=E n (k), 

Nttuk 

E n (b + 2 w')= e w E N (a). 
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D’apres cela le quotient 


$(«)== 


F(«) 

E N («) 


est une fonction elliptique. On a en effet 

■+* 2C0)= $>(w), #( w ■+■ 2 0>') = 

Cette fonction elliptique <E> a, dans un parallelogramme des pe- 
riodes, autant de z6ros que de p6les; on peut Tecrire (n° 40) 


( 9 ) 




sous la condition 


<io) 


CL\-*r Ct 2 - 4 “ * • • -i~ “+■ -h ... - 4 - b r * 


De celte premiere expression de la fonction F(&) sous la 
forme 


F(w)=E w 0)$0), 


on conclut imm^diatement les r^sultats suivants. Nous distingue- 
rons deux cas : i° Ventier N est positif; 2 0 l’entier N est negatif. 


219. Cas de N positif. — Si nous posons N = m } m positif, le 
facteur E m (u) est une fonction ne devenant pas infinie et admettant 
comme z6ros d’ordre m le point co et les points homologues. On 
a alors, en rempla^ant E (u) par son expression (6), 


<n) 


m 7T ui 

F(w)= Be 


Hw(« — — j^ r ) 
H(w — »i) H ( u — ^ 2 ). ..II (a — a r ) 


11 peut sefaire, dans cette expression, que certains des points a 1 , 
cl* , ... coincident avec to ou soient homologues de co : il y aurait 
alors des reductions yvidentes. Mais, dans tous les cas, en 
comptant cliaque z^ro et chaque p61e avec son degry de multipli- 
city, on a le thyoryme suivant : 

Si N est 4 gal ct un entier positif m , la fonction F (u) a, dans 
un par alMlo gramme des piriodes , m zeros de plus que de 
pdles. La somme de ces ziros , diminuie de la somme de ces 
in finis, est congrue dm to. La premiere partie de ce thyoryme 
est yvidente d’aprds la formule ( 11 ); quant k la deuxteme, la 
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somme des zeros, diminuee de la. somme desinfinis 7 est congrue a 
+ b r — CL \ — #2 — ...— «/•» 

c’est-a-dire a mco d’apresla relation (io). 

Reciproquement, soient a f , a 2 , . . - , ^i, ■ * *? Pr+w des 

constantes v^rifiant la relation 

^ 1 —4— ^2 — i— ... — t— pr-Wtt — a l — a 2 * * • 

la fonction 

* rfu\ 3i)H(a--p 2 )...H(M--p r +,„) 

estune fonction v^rifiant les relations 

m 7t ?/f 

F(m + 20)) = F(m), F(MH-at*)')= e w F(m), 

comme il r<$sulte des propri£t£s de la fonction H. 

m tz ui 

Fonctions entieres admettant les multiplicateurs i ete 40 . 
— Quand N est £gal a un entier positif nous venons de voir 
que la fonction Fa m z£ros de plus que de poles : il peut se fairc 
qu’elle n’ait pas de p61es du tout : alors c’est une fonction enti&re 
(£(m) ayant dans un parall&ogramme m z6ros 

Plj ?2 j — > 

ces fonctions particuli&res ont pour expressions 

Tmzui 

€(w)=Be 2W H(w — pi) H(w— p 2 ). . .H(w — p m ), 
avec la condition 

pl H- p2 *+■•■• ■+■ = m W* 

On voit que la fonction entiere la plus gen^rale, v&ifiant les deux 
relations 

f <f(ii + aw) = <£(w), 

(l 2 ) J mitui 

( <£(w-t- a<o') = e w ®(u), 

depend de m constantes arbitrages B, (3 2 , . (J^ : elle est 
d^terminee, a un facteur constant pr£s B, quand on connalt ( m — i ) 
de ces zdros. Nous aBons montrer que la fonction entire la plus 
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gdn^rale v^rifiant Ies relations (1a) peut s’exprimer en fonction 
lindaire et homogene de m fonctions speciales verifiant les monies 
relations. Pour cela, remarquoijs que toute fonction entiere ad- 
mettantla p^riode 2 to peut £tre represent^ par une serie de la 
forme 


<i3) 


^ n%ui 
®(b)= 2 Aflfi w > 


<lont chaque lerme admet la pdriode 2 to. En ddsignant tonjours 

Wi 

par q la quantity e w , on a 


2 n TC ui 

k tl q ln e w , 

__ m rc m ‘ ( n — m ) it ui 

e '"w €(i 4 )=^A„e » . 


D’apr^s la seconde des relations (12) ces deux series doivent £tre 
identiques. En ^galant dans ces series les coefficients des m 6 mes 

7C ui 

puissances de e w , on a 

00 k n+m = k n q**, (n = o, XI, ± 2 , ...). 


D’apres cette relation unique entre les coefficients, on voit que 
Ton peut prendre arbitrairement A 0 , A* , . \ m _ { et determiner 
ensuite tous les coefficients. 

Ainsi en faisant successivement n = 0, n= m, n = 2/n, . . . , 
/i = (v — i)m , on a 

k m =ko, A 2to =A m q* m , A V ^=A (v -i) W ? 2Cv ~ 1)w , 

d’oft, en multipliant, 

(i5) A vw = Ao^(v-l)^; 


en faisant de m 6 me, dans (1 4 )? n = ~~m, n-=z — 2m, . 
n = — p et multipliant, on v^rifiera que la formule (i 5 ) subsiste 
pour v n^gatif. Tous les coefficients A V m sont ainsi exprim 6 s a 
1 ’aide de A 0 . Par un calcul semblable on exprime tous les coeffi- 
cients Avm+4 en fonction de A<, Avtti+ 2 en fonction de A 2 , , . 
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A ym+m _ i en fonction de A m _|. On troave 

A vot+1 = A l9 rv(v-l)m+2v ? 

> , 

Avm-t-p = A 2 grviv-l)/w+2pv 9 



A , — A*. „ *7V(v— l)nn-2(m— lJv. 

AV7724-/ra--l — A W-1 H 

En portant ces valeurs dans le d^veloppement de la fonction en- 
tire <E(k), on trouve qu’il prend la forme suivante 

(£(w) = Aq Eq (#)-+- Aj Ei(m)h-. . Ap Ep(w)-i-. . A/7i_i E/^— i(w), 


ou E 0> E<, ... d^signent les fonctions endures suivantes 


(16) 


• V 

Eo(k)= 2i 


E 


ir 111 vmTtHi 

( u) — e~^~ "V grV(v-lJmH-2v e a> ? 


“ V m 

Ep(M)=e w V ^vlv-l)w+2pv e CD 7 
V =— OO 


l 


Ainsi, commenons l’avons dit, la fonction enti&re la plus gdnd- 

imziii 

rale admettant les multiplicateurs 1 et e w est une fonction 
lin£aire et homogene de m fonctions sp6cialesE 0 , E*, ..., E m _*. 
L’expression de cette fonction contient m constantes arbitrages 
A 0 , A,, . .., A m _~ { dont on peut determiner les rapports de fagon 
que la fonction ®(m) admette m — 1 z^ros (3 f , (3 2 , •••? 
donnas a Pavance. Ces fonctions E p s’expriment toutes & l’aide de 
la premiere : on a evidemmcnt 

p<7 zui 

E p ( K )=e— E + 

D’aiileurs la fonction E e s’exprime aisement par une fonction 
de Jacobi. En effet* reprgnonts la fonction E(#) construite plus 
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haut (n° 217) avec les pdriodes 2 t»> et 2 to 1 

V=4-co * 

E(«| to, (1)')= ^ 9 V(V-t) e ' 


V 7C Ul 
0) 


ypeSW Hi(l4 | ( 0 , (o'), 

vq 


oi\ nous mettons en Evidence les p^riodes ayant servi a. construire 

la fonction EL . Si dans cette formule on change co en q = e w 

se change en q m et la s^rie du second membra devient precisd- 
ment E 0 (w). On a done 



CO 

— > 
m 



m tt ni 

e 


Hi 


(“ 



220. Cas de N n^gatif. — Supposons maintenant N n^gatif, et 
posons 

N = — 777, 


oil m est nn entier positif. Les fonctions k 6tudier sont alors telles 
que 

F(m-H2C0) = F(m), 


m % rti 

F(w 4 - W) = e w F(^). 


On conclut imm^diatement de ces relations 


1 __ x 

F(w -t- aco) “ F(it) ’ 


L’inverse 


FO-+-W) F (a) 

1 de la fonction k etudier est done une fonction 


F («) 


aux multiplicateurs i et e ^ (m posilif), c’est-4-dire une des 
onctions du num^ro prudent. L’inverse peut done s’dcrire 
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Pi "+“ ^2 “+“••• "+“ Pr+/w — a l — a 2 — • * ■ — = W10>. 


La fonction F(w) a done pour expression generale 


F (u) 


Ce 


H(w — p j ) . . . H ( u — ) 


Elle a, dans un parallelogramme des periodes, m p61es de plus 
que de zeros, et la difference entre la somme de ces p61es et de ces 
zeros est congrue km co. 

II ne peut done pas exister de fonclions aux multiplicateurs 1 

mi: ui 

et e 03 , n’ayant pas de p61es. Mais il en existe qui n’ont pas de 

zeros; ce sont les inverses des fonctions sans p61es du nu- 
mero precedent. 


II- — Decomposition en elements simples. 

221. Etude de F 61 ement simple. — Designons par x et y deux 
variables independantes, par m un entier positif, et considerons 
la fonction de # et y definie par la serie 

7c mnw y* 

<* 7 ) £ e ® cot 2710)') 

n = — oo 

ou bien 

n~ + oo mnrjt . it{x-y)i 

( l8 ) — V e w qmn{n-\)? ” + 

2 co jLd * ELEzZli 

n—— oo q to g2n 

Cette serie est convergente pour toutes les valeurs de x et y k 
l’exception de celles qui verifient la condition 

x — y = 2 nto -+- zn'to' (n et n 1 entiers), 

et pour lesquelles un des termes de la serie devient infini. 

Si 1 on consid^re x comme une constante et y comme variable, 
la fonction x) est une fonction uniforme de y n’ayant k 

distance finie d’autres points singuliers que des p6les du premier 
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ordre, h savoir les points 

y = x — 2 co — ■ 2/i'co'; 

le r6sidu relatif au p6ley = # est — i, car le seul terme de la 
serie qui devient infini poury = x est 


<K TZ . 

— cot — (x —y). 

2 CO 2 CO J * 


Cette fonction verifie les deux relations suivantes, qui s’etablissent 
aisdment : 

' Xm(x,y+ aco) = 

( 1 9 ) _ mnyi 

Xm(x,y+2 u')=e « Xm(&>y)' 

Cette fonction de la variable y admet done les mulliplicateurs 

_ TWTCVt 

t et e 40 : elle a dans un paralMogramme (m + i) z^ros et un 

p61e homologue de x . 

Si Ton consid&re, au contraire, y comme une constante et x 
comrae variable, il se pr^sente des circonstances entierement 
diff^rentes. La fonction ym(z, y) est alors une fonction uniforme 
de x n’ayant k distance finie d’autres points singuliers que des 
p6les du premier ordre, k savoir les points 

x = y -H 2 n to - 4 - 2 n! co' ; 

le r^sidu de cette fonction relatif au p61e#=jK est 6gal a + i. 
Elle verifie d’abord la relation 6vidente 


( 20 ) 


X. W (a7-h2CO,j)=X,n(^r), 




CHAPITRE XII. 


362 

ou les m fonctions E 0 , E, , . . . , E sont celles qui onl <$te de- 
flnies plus haut (n° 219 ). 

Pour d£montrer cette relation fondamentale (21), remarquons 
quela serie (18) nous donne 

e w -4- 

% ( — y )~7 7 

g co __ gr 2 (/i — 1 ) 




mnlri— 


ou, en changeant aen n + i, 


Xm(»-f- 2 io', y) = 


* n= 4- « 

20 ) 2d 
n = — eo 


w(.r— y)j 

wln + 1 )rcyf - w -4-<72n 

» 0) /yWJTzCra-hl) 1 

J tz 1 .r — ,y ) f 

e co _ 


Si nous formons alors la difference 


mTZTi 

Xm(a? + 2 (o', 7 )— e “ Xm( x ’ y)> 


nous obtenons une s^rie qui peut s’ecrire 


.(22) 


7l = -h 00 
TC £ ^ 

20) ^ 


n = — 00 


m ( n + 1 ) TC yz 

g (0 qmn{n— 1) 


t — u 


en posant, pour un moment, 

rcf.r— y) i 

(23) e w —t, q* n =u. 

En effectuant la division, on a 
(t-\-u)(u m — t m ) 


et en substituant dans la s^rie (22) on voit que cette s^rie se par- 
tage en (m + 1) series. 

La premiere de ces series est 



m ( n 4 - 1 ) Tt yi 

e 0) qmn{n—l) pn 


c‘est-a-dire, d’apr&s la valeur de t, 


Tzi m ^~ ri n -rt” 77171 nyj 

— e ** > e w /7»i7i(»-i) 

20 ) Xrf * 
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ou enfin 


• m K Ti 

~h > 6 * 


La deuxi&me de ces series est de m&me 

m { n + 1 ) K yi 


c’est-a-dire 


ou enfin 




• [m—l)K.ri Kyi ^ ^ mnKyi 

e w e w 

Cl) 


e 

0 ) 


q co qmn[n— D-h2rc 

[m — l) tc.W 

Ei (7). 


Ainsi de suite. La (p + i) iimo de ces series est 

( m — p) 7 C.W p Kyi mnKYi 


7t l 
CO 


q co e co qrnnin— l)4-2«p 


OU 


(y?t— p)7UJrz 


'Ep(r)- 


La derni^re ou (m + i ) i6me de ces series est 


• m Kyi mnKyi 

q co ^ g co q mn{n—l)-h2nm 

20 ) JU * 


c’est-a-dire 

ou enfin 


7 l£ ^ 
20 ) ^ 


e w < 


ymn[n+l) 


S E °^’ 


comme on le voit en changeant, dans la derni^re n en n — i . 

Ce calcul demon tre la formule (21). 

On a ainsi les proprietes fondamentales de l’eiement simple 
Xm(oc, y). 


222. Decomposition en elements simples dans le cas oft N est n6- 
gatif, N ~ — 7 ?i. — Soit F (u) une fonction aux multiplicateurs 1 

mKUt 

et e “ , m 6 tant positif. Une telle fonction poss&de au moins m 
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p6les dans un parallelogramme des p^riodes. Supposons qu’elle 
ait r p61es simples (r^m) homologues des points 

a , * 

et que les r^sidus aux points a, b, . . . , l soient 

A, B ? L. 

Ces p61es et les r^sidus correspondants sont li£s par m relations 
qu’il est ais^ de former. 

Relations entre les pdles et les residus. — Consid^rons line 
des m fonctions entires E p (i^) du n° 219 qui admettent les mul- 

_ m 7T ui 

tiplicateurs i et e P . Le produit 

4>(u)= F(w)E p (w) 

est une fonction elliptique aux periodes 20 ) et 210 '. En effet, les 
deux facteurs admettent s4par6ment la periode 2 w et, quand u 

m 7C ui 

crolt de 2 w',le premier facteur est multiple pare “ , le deuxi&me 

muni 

par e w et le produit ne change pas. Cette fonction elliptique 
a les m&mes pdles que F( u), car le facteur E p(u) n’a pas de p61es. 
Le residu de$(a) au p6ie u = a est AE p (a), car on a, au voisi- 
nage de u = a, 

A 

E(m)= — _ a h- fonction r6guliere, 

Ep(w)=Ep(a)H-(& — <z) Ep 

d’ou, en multipliant, 

. A Ep(a) 

^ ( u ) — — — -+• fonction r6guli£re. 

Les residus de $(«) relatifs aux autres p6les sont de m£me 
BE p (i), LE p <7). La somme des rdsidus d’une fonction ellip- 
tiqne <£tant nulle 3 on a la relation 

<a4) Al p («)+B E p (6) + . . ,-t-L E p (7) = 0 . 

En attribuant a 1’indice p les m valeurs o, j , a, , . . ? rn x 
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(n° 219), on oblient ainsi m relations necessaires entre les poles 
et les rdsidus de F ( u ). 

Decomposition en Elements simples . — Gonsiderons la diffe- 
rence 

(25) ^(w)= a) — Bxm(u : b )— . . . — L l)\ 

nous allons montrer que cette difference W est identiquement 
nulle . Tout d’abord la fonction MT(m) ainsi construite admet les 

m ic id 

multiplicateurs iete “ : on a evidemment 

V(a + aco) = V(a), 

car chaque terme du second membre admet la periode 2 to; voyons 
ce que devient le second membre quand u croit de 2 to ; : on a 
d’abord 

m ft ni 

F(m + 20)') — e °> F(w)=o, 

puis 

m 7t id 

^(M + 2w',a ) — e w X m ( u > a ) 

( in 7t ifi \ . (m—DTZni . 7CW 

i + e“jE 0 («)-^e “ E 1 (a)-...-^e“ E m _ t (a), 

X». («*■+■ &)— « “ X«(“» 6 ) 

. / . (rn — . TCHZ 

=- — i i + Eo(fi)- ^ e “ 1^(6), 

2 10 CO CO 


comme it r^sulte de la relation fondaxnentale (21) dans laquelle 
on remplace x par u et y par a , ou b, ou l. D’apr£s cela la 
difference 

m it ni 

W(u) — e~^~ W(u) 

peut s’ecrire 


— 2i(* 

2 CO x 


m%ui \ 

■ e 40 / [A Eq(^) ■+■ B Eo(&)h-. . «-h L Eq(Z)]> 


(i»— i)«»i 

« [ABt(a)+BE,(ft) + ...+ LEi(i)], 

to 


. TZui 

e 03 [A E/n— i (a) -+- B E m _i(£)-r. . .h-L E m _i(Z)]; 

to 
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cette difference est done nulle, puisque chacune des sommes enlre 
crochets est nulle en vertu des relations (24) entre les poles et les 
r^sidus. Ainsi la fonction W(u) verifie les deux relations 


(26) 


V(a-f-2CD) =iF(a) t 

m TC ui 

W(w + 2o>') = e 03 v ( u )- 


De plus cette fonction ¥ est finie en tous les points a dislancc 
fmie; elle n’a plus de p61es. Par exemple, dans le voisinage de 
u = a, on a 

A 

F(m)= h fonction reguliere, 

Xw(« 5 a)= + fonction reguliere, 


etles autres fonctions £)> - • • ? 0 sont rdgulferes au 

point a : dans la combinaison donnant W(w), — - — disparait, 

et est r^guli&re au point a. Elle Test ^galement aux points 

&, Z et aux points homologues. En rdsum£, W(u) estune fonc- 
tion sans pdles v^rifiant les relations (26). Mais nous avons vu 
qu’il n’existe pas de fonctions sans p61es v^rifiant ces rela- 
tions (n° 220) : done W(u) est identiquement nulle et l’on a la 
formule 

(27) F(m) = A Xw( <*)+ B X/«( • • ■+• L X/»( 

qui est la formule de decomposition cherclfee, mettant en evidence 
les p61es de F(&), a, S, . . I et les residus A, B, . . L. 

Reciproquement, si a, b, . I sont des points arbili'aires, non 
homologues deux k deux, et A, B, . L des constantes verifiant 
les relations (24), Texpression (27) definit une fonction aux 

imzni 

raultiplicateurs i et e “ admettant comme p6les simples les 
points a, 6, I avec les residus A, B, etleurs homologues. 

Remarque. — On obtiendrait cette m6me formule de d6com- 
.position en considers nt le produit 

n(p) = F(p)x(w, v), 

comme une fonction de v. Ce produit II(<>) est une fonction ell ip- 
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lique aux periodes 2 to et 2to', car les fonctions de p, F(p) et 
p) ont des multiplicateurs inverses; cette fonction n(p) 
admel comme poles les points homologues de 

v = p = 6, * - . , p = /, P = W, 

avec les rtSsidus respectifs 


I’expression dn dernier de ces residus resulte de ce qne ym{u , p), 
regards comme fonction de p, admet le pole simple p = zj avec le 
rtSsidu — i (n° 221). En ecrivant qae la somme des residus de la 
fonction elliplique, relatifs aux p61es non homologues, est nulle, 
on a immidialemenl la formule de decomposition (27). 

Cas des pdles multiples. — Nous avons £cril la formule de 
decomposition et les relations entre les p6les etles residus dans 
le cas des p61es simples. Si les p6les sont multiples ces formules 
ce gdneralisenl, comme celles que nous avons donn£es (n os 26 
el 207) pour les fonctions ellip liques et les fonctions a multiplica- 
tours constants. Bornons-nous a ecrire ces formules. Supposons 

7 n 7T uf 

que la fonction F(m) aux multiplicateurs 1 et e w admette les 
p6les&, avec les parlies principals 

A Ai A a — t 

u — a (w — a ) 2 (it — a)*' 

B Bt gg-t 

u — b^ (u — by (u — b )$ 3 


on aura la formule 




A «-1 Xm(M, a) 

1. 2... (a — 1) da “ _1 


]■ 


la somme ^tant ^tendue k tous les p61es. En outre, les relations 
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entre les p 61 .es et les coefficients des parties principal.es sont 




d E p (a) A, g Ep(q) 


I .‘2 


-K 


A a - 


da? 
d rj -~ 1 Ep(a) 


(a — i) 


= 0, 


oil l’on fait successivement p = o, 1,2, (m— 1). 


223 . Exemple. — Soit 

Cette fonction v^rifie les relations 
cp(tf-h2co) = <p(rr), 

9(07 -+- 20)') = e w V 2/9(07). 

Si done on fait, pour un moment, 

07 -4- to' = U, 

2 

<p(i< — «'•+■ ^) = F(a), 

cette fonction F v^rifie les deux Equations 

2 7 C id 

F(wH-2w) = F(lt), F(l£4-2to')=e w F(k). 

Pour cette fonction F le nombre entier ddsigne par m est done 2. 
La fonction <p(#) admet dans un parallelogramme dcs p6riod.es 

Jes deux p 61 es simples 0 et to avec les residus respectifs 

et — Tj77~ vtTr-r Comme u est 6 gal a — la fonction 

H ( 0 ) ili(OJ u 2 

F(w) admet les deux p 61 es 

, to , # to 

<2 = to * 0 = 0)4 

2 2 

avec les m6mes residus 

A 1 t> * 

■ A -H'(o)H t (o)’ B - H'(o)H,(o)' 
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On a done la formule de decomposition 

F (“)= Ax*(m, b) } 

d’oCi, en revenant a la variable x et rempla^ant A, B, a, b par 
leurs valenrs 


H(3?) Hi (a?; 


= 7 2 ( a? H- to 3 


, to 

to 

2 





SiPon met pour ces fonctions les series servant de definition, 
on a 


H'(o) H t (o) 

H ( 5*7) Hi (37) 

/Z=-4-oo 

= (— x) n q in * cot — (37 — 211(3 )') — COt — (37 — to — 2 7ito') . 

2 O) Jmi 2 2 W J atO V 7 J 

« = — 00 

La seconde cotangente est £gale a — tang -^-{x — a/ico'); on a 
done enfin, en reduisant, 


H / (o)H 1 (o) __ w 
11(37) 111 (37) 


-l 2 — - — I 

n=2~oo sin — (37 — 2 Tito') 


On ^tablira de m£me, & titre d’exercice, la formule 
H'(o)H,(o) tiri, . 7c r . 

— — 7 \ ~ y,(”" , ) s r cot -[37— (271 — I)t0 ]- 

0(37)0i(37) tO Jmi' ' * tO L " ' J 

M. Hermite a monlr^ Timportance que pr<*sentent les ddveloppe- 
ments de ce genre pour les applications k FArithmdtique. 


224 . Formule de decomposition dans le cas de N positif. N = m. 

_ m%ui 

— Soit F (u) une fonction aux multiplicateurs 1 et e ** . Sup- 
posons que cette fonction admette les p61es simples a, b f I 
non deux & deux homologues, avec les r^sidus A, B, . . L. L’ ex- 
pression 

f(w)~F(«)-pAx^(^ w) + B ii) + .,,+ L^(/ } u) 
est une fonction aux m£mes multiplicateurs, mats n’ayant plus 

A. ET L. 24 
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de pdles. En effet, chacnne des fonclions F («), Xm(cr; w)> 

m % iti 

u) admet les multi plicateurs 1 et e w (n° 221 ). Eu outre, 
dans le voisinage de u — a par exemple, on a 

A 

F (u)~ hfonction regulierc, 

v ' u — a 

Xm(a, w) = — u ~L'a +fonction regaliere, 

et les autres fonctions u )> •••? %m(^, u ) sont r ^g u ^ res * 

Dans la combinaison donnant W, — - — disparait. Le m6me fait se 
produit en tous les pdles de F(«). La fonction admeltanl 

m TV iti 

les multiplicateurs 1 et e “ et £iant partout finie, est une des 
fonctions entires ®( u) ^tudi6es au n° 219. Elle est done de la 
forme 

Xq Eo( w)h- Xj Ei ( w)-H . . - 4- 1 1( U) ) 

ou sont des constantes determinees. On a alors 

la formule 

( 28 ) i F(K ) = “‘ A ^( <35 ’ «) 

( 4 - ^0 Eo(m)- 4 - Xi E^w)-}-. . .4- 'km - 1 u ). 

On pourra determiner les coefficients X 0 , ^ni-\ en allri- 

buant m valeurs numdriques a la variable u . Pour une 6lude 
plus d£laill£e de ce point, nous renverrons aux M&moires de 
M. Appell. 

Dans le cas des p61es multiples, chaque terme de cette formule 
doit 6tre remplace par une somme telle que 

- A x ,(«, «)— At * _ Ai d l X»( g . 

A v ’ ‘ da 1.2 da* 

, Aq-t Imjfh u) 

1 . 2 . ..(a — 1 ) da “ -1 

Dans ces formules il n’y a aucune relation ndeessaire entre les 
pdles et les parties principales correspondantes. Ainsi, qaels que 
soient les points A, b y /et les constantes A, B, L, X 0 , X,, 
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la fonction d^finie par la formule (28) admet les multiplica- 

m 7t ui 

teurs 1 ete w . 

22 o. H6sum6. — On volt qae le meme Element simple /) 
peul 6tre employ^ pour la decomposition des fonctions F (u) a 
_ N 71 7ii 

multiplicateurs 1 ete “ , que N soit positif ou n^gatif. Quand N 
est n^gatif, N = — m , c’est x qui est la variable u et y qui coin- 
cide successivement avec les poles. Quand N est positif, N = m 7 
c’est y qui est la variable u et x qui coincide successivement avec 
les poles. 
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pEriodes Equivalent es. notions suit les fonctions modulaires. 


I. — Generalites. 

226 . PEriodes 6 quivalentes. — Soient 2 to et 2 to' une paire de 
pEriodes primitives d’une fonction elliptique. Posons 

( Oj = ao)'+ b to, 

^ | 03 ! = cco' - 4 - <fo), 

a, 6 , c, d d^signant quatre nombres entiers positifs, negatifs ou 
nuls, tels que 

ad — be =±1. 

En r^solvant alors les Equations (1) par rapport a w et to', on 
trouve pour to et to' des fonctions lin^aires et homog£nes & coeffi- 
cients entiers de to* et co' : par exemple, si ad — be = r , on a 

l 03 ' = C?03i — 6 COj j 

(2) ) / 

( 03 — — C0) 1 -H ^OJi. 

On dit que 2 to et 2 to' d’une part, 2 to, et 2 to' d’autre part sont des 
syst&mes de p^riodes equivalentes . Une fonction admettant les 
p^riodes 2 to et 2 to' admet £galement les periodes 2 to* et 2 to' et 
r&nproquemenl. En effet, si une fonction F (u) admet les p£- 
riodes 2 to et 2 to', on a 

F(^-h2aa) / -H2 603)= F (W), 

F(a-+- 2003^ + 2^03) = F(tt); 

done 

F(«H- 203 , 1 )= F(W), 

F ( u - 4 - 2 o>i ) = F ( u) 

. % 

et la fonction admet les periodes a et a o', . La r 6 ciproque se d<*- 
montre de la m&ne fa$on en partant des relations telles que (a). 
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Si nne fonction F (u) admetles p^riodes ao) 1 et 2 to' on a 

F(w -1- i id&\ — a6cOi)= F(w), 

F (u — 2C0i r t -h aacoi) = F(z^); 

done 

F ( w -h 20 /) = F(m), 

F(w + 2to) = F(w). 

227. Rapport des p&riodes. — Nous avons suppose que, dans le 
rapport des p£riodes 

0) 

ie coefficient de i est positif . Nous allons d^montrer que ? dans le 
rapport 

T _ !5i 

1 0)i 

des pgriodes 6quivalentes, le coefficient de i est encore positif si 

ad — be = -hi; 

il serait au contraire n^gatif si l’on prenait 

ad — be — — i . 

En eflet, soit 

to 5= a 4- p i, 

(*/ = cl' -+- l J 

on a 

_ 0 )' __ (a r H~ p' &)(<* — P&) 

T ~ To ~ a*+p* 7 

le coefficient de i est done du signe de 


Soient maintenant 


ap' — pa 


o) t = ai -+■ Pi i, o) j — a l P t l *j 


les relations (i) donnent 

a'j = aa'+ 6 a, a 1= ca'-f- afo, 

Pi = aP'-h Pi= cp'+ o?p. 

On voit que 

«1 Pi - pi «; « ( *P' - pa r ) {ad - 6c), 
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et si Ton prend ad — be = i , 

Pi — P !<= a(3'— jfc'; 

done le coefficient de i, dans 

_ w i __ cl to' 4- b w _ at H- b 
Tl ~~ tOi — co)' + ^w ~ cx-\-d' > 

a 6galement Ie signe +. 

Si l’on avait ad— bc = — i, le coefficient de i dans t, serai t 
negatif. 

228. R6seaux de parall61ogramm.es form6s avec les p6riodes 
6quivalentes. — Prenons les expressions 

W = 27W(0 -h 2710)', (*>i = 2 7?Z 1 0) 1 -H 2 7l 2 0), , 

dans lesquelles m et n, /ni et n K prennent toutes les valeurs en- 
tires positives, negatives ou nulles. Les points pp forment les 
sommets du reseau des parall6logrammes construits avec les p6- 
riodes 2 co et 2 o) r ; les points pp,, les sommets du reseau analogue 
construit avec 2 ( 0 , et 2 ( 0 ^. Nous allons montrer que ces deux 
reseaux out les mimes sommets, e’est-a-dire que les quantity w, 
sont, a Pordre pr£s, identiques aux quantity pp. 

En effet, chacune des quantiles pp, fait partie de la suite des 
quantity w, comme on le voit, en remplagant, dans w { , to, et co' f 
par leurs valeurs (i) en fonction de to et to'. Inversement, comme 
a d * chacune des quantitds w fait partie de la suite des 

quantity comme on le voit, en remplagant, dans w, to et c o' 

par leurs valeurs ( 2 ). Done, si Ton suppose ad — be =±: 1 les 
quantity w soDt, k l’ordre pr6s, les memes que les quantity w, . 
Les deux rdseaux ont les m£mes sommets. 

On peut remarquer, en outre, que les parall6logramme$ du 
premier r6seau ( 2 ( 0 , 2 ( 0 ') sont iquivalents en surface & ceux du 
second (aco,, 2 to'). En effet, les trois points 

0, 2 to, 20)' 

sont les sommets (Tun triangle qui est la moiti6 d’un parall6lo- 
gramme des periodes 20 et 20 /. Si Ton fait 
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la moiti<5 de l’aire de ce triangle est 

=b (<*£'— fk f ). 

Si l’on fait de mke 


0)!= ai-h Jpi, 

la moiti6 de l’aire du triangle de sommets 

o, 2 to 


est 

— ( a i Pi — Pt a i)‘ 
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Or nous venous de voir(n° 227) que ces deux quantity ajJ' — [3a/ 
et a(3' 4 — (3a' 4 ontmeme valeur absolue. Le th^oreme est done d£- 
montr£. 


II. — Notation de Weierstrass. 


229. Formes en nombre inflni de la fonction <?. — Considerons 
le produit doublement infini a l’aide duquel nous avons defini la 
fonction du 



1 n l 

2 W i 


w = 2 mto 2 ftco', 


m — 
11 = 


o, d= I, zb 2, 


et soient 2 (o <? 20 )' desp^riodes £quivalentes hw, 20 /; les quan- 
tity 

, mi = ) , , 

W t 55S 2miO)i-+- 2/ZiCOi, >0, zbl, ±2, 

n l — J 


sont les mSmes, & I’ordre pr£s 3 que les quantity w; le produit 



1 u^_ 

2 w\ 


est done compost des m£mes facteurs que le produit precedent; 
ou, en pr^cisant, tout facteur de l’un des produits est anssiun 
facteur de l’autre produit. On sait queTordre des facteurs n’in ter- 
vient pas; on a done 



1 

2 w* 


s --ir(-*) 


e w i 


1 u?_ 
t 
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ou, en d^signant par d(u ] to, to'), la fonction d dont les z£ros sont 

%mi& -+- 2/z to' j 

<f(u\ to, to')= d(u [ to t , toi), 

sons la seule condition que les p&riodes 2 to*, 2 to, sont £quiva- 
lentes aux p^riodes 20) et 2 to'. 

Ainsi la fonction d ne change pas quand on remplace la paire 
de pdriodes primitives, qui a servi k la constrnire, par toute autre 
paire de p&riodes £quivalentes. 11 en est de m6me, ^videmment, 
des fonctions £ et p qui se deduisent de d par des differentiations. 
C’est ce que Ton voit aussi en partant des sdries qui definissent 
£(zz|to, to') el p( u | to, to'). Quand, dans ces series, on remplace 
2 to et 2 to' par les p^riodes ^quivalentes 2 to* et 2 to', elles ne 
changent pas, car les termes qui les composent ne font quo 
changer de places. 

230 . Invariants. Invariant absolu J. — Les invariants 

^= 2S - 3 - 5 2'^’ *=*. 5 . 7 2 ' 

(v = 27nto-h2/ito' 

ne changent pas de valeurs quand on remplace les periodes 2 to 
et 2 to' par des periodes £quivalentes 2 to* et 2 to', . Ge fait est Evident, 
d’apr&s ce que nous venons de voir, car la substitution de to* 
et to', a to et to', dans les deux series, ne fait que changer l’ordre 
des termes. 

La quantity g 2 est homogene et du degr6 — 4 par rapport k to 
et to'; £*3, homog&ne et du degr6 — 6 par rapport k to et to'. On 
peut mettre ce fait en evidence, en ^crivant 

/ N to' 

W = ~r~ ITlz), T = — . 

CO 

Alors 

(a m-\- 271 'z )^ 9 

. (2m ~h 2/tT) 6 ’ 

Le discriminant 

A =^-| — 27^I 

est homogene et du degir& 12 pair rapport k to fet co'> 
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Nous allons former ime combinaison de g 2 et homog&ae et 
dc degr<$ o en w et 0 / : cette combinaison ne dependra plus que 
du rapport des pdriodes t. Pour cela consid^rons, avec M. Klein, 
la quantity 

j _ £| = g| 4 

Cette quantite J, dtant le quotient de deux fonctions homogenes 
dc degr^s — 12 de to et to', est du degr£ 0 . Elle ne depend plus 
que du rapport t des p^riodes. Nous mettrons en Evidence cette 
variable unique t dont depend J, en ^crivant cette quantity J sous 
la forme 

. J(t). 


On peu t appeler cette fonction J(t) V invariant absolu des fonc- 
tions elliptiques aux p^riodes 2 to et 2 to'. Nous avons d6ja re- 

marqu6 an n° 36 que est une fonction du seul rapport des 
6 3 

pdriodes : avec la notation de M. Klein, on a 


(3) 



III. — Fonction modulaire. Groupe modulaire. 

231. Propria fondamentale de la fonction J(t). — Comme les 
invariants g 2 et g s ne changent pas quand on remplace 20 ) et 2 to' 
par deux p6riodes £quivalentes quelconques 

0 )[ = (*)' 4“ &CO, 

(0!= rco' -+- < 2 to, ad—bc^z±. 1, 

il en est de m6me de J. Or, quand on fait cette substitution, le 
rapport 


devient 


On a done 


on encore 


©I __ ax 4- b 
* Cl> 1 Ct -4- d 


J(Ti) = J(T), 
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а, b, c, d designant quatre en tiers quelconques tels que 

ad — be =rfc 1. 

La fonction J(t) pr^sente done cette propri^te remarquable 
de ne pas changer de valeur, quand on remplace x par —— 

б, c , d etant des entiers assujettis a la seule condition 

ad — be =dz 1. 

C’estlaplus simple des fonctions modulaires. Elle nous offre le 
type d’un nouveau genre de fonctions, comprenarit les fonctions 
modulaires, dontle premier exemple a dt£ donn£ par M. Hermite, 
a propos de ses recherches sur la resolution de liquation du 
cinqui&me degre, et dont les propriety g£n£rales ont 616 princi- 
palement etudiees par M. Klein (Voyez Vorlesungen liber die 
Theorie der elliptischen Modulfunctioneri, ausgearbeitet von 
D r Robert Fricke, Leipzig, Teubner; 1890). Ges fonctions sonf 
d’ailleurs un cas tr&s particulier des fonctions fuchsiennes et 
klein^ennes dont la theorie a 6te cr£ee par M. Poincare ( Acta 
Mathematical 1. 1 ). 


232 . La fonction J est paire. — Dans la relation fondamen- 
tale (4), on peut prendre par exemple <2 = 1, d = — 1, b = 0, 
c = o. On a alors 

Cela resulle d’ailleurs evidemment de ce que les invariant g % et g 
ne changent pas, quand on change l’une des p^riodes co ou a/, de 
signe. 

D’apres cette propriete, on peut toujours supposer que les 
quatre entiers verifient la relation 

ad — be = 4 - 1 , 

car on a 

\cx-\-dJ \ cx + d J 9 

on peut done toujours changer k volont£ le signe des entiers a et b 
et par consequent celui de ad — be . Dans tout ce qui suit nous 
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nous limiterons en consequence au cas de 

ad — be = -+- 1 . 

Nous supposerons la partie imaginaire de % positive : celle de 

az -1- b 

Ti — J 

cz + d 

est alors dgalement positive (n° 227). 


233. Remarques sur les substitutions lin6aires. — Soit 

az -+- b 

Tl “ CZ-r-d’ 


on dit que I’on obtient en faisant sur t la substitution lin^aire 


( 5 ) 


t,== St 


az-^rb 

CZ^rd 


Substitution invei'se. — En rdsolvant par rapport & t la rela- 
tion (5), on a une autre substitution 


(G) 


— dz i - 4 “ b 



que l’on appelle substitution inverse de S et que Ton d^signe pour 
cette raison par S"" 1 . On a alors 

z = S- 1 ^. 


Produit de deux ou plusieurs substitutions . — Soit S f une 
autre substitution form^e avec d’autres coefficients a', b\ d 7 d ! . 
Posons 


^2 


S r Zi = 


od Z\ -+- b r 
dz\ H~ d! 


et cherchons la relation entre t 2 et t; nous aurons, en remplagant 
X| par sa valeur St, 

_ a r (az + b)->rb , (cz-+-d) 
x d (az d'(cz -h d) 

Cette nouvelle substitution lin^aire t 2 = ^ "jj * dont ^ es coe ^ _ 
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A = act' cb\ B = bo! -+- db r , 

G = ad h- c<2', D = 6c'-l- aW', 

s’appelle le produit de S par S'; on la designe par S'S. On a iden- 
tiquement 

AD — BG =z(a!d! — b r c r )(ad — be). 

La substitution SS' est de m£me le produit de S' par S : on 
l’obtient en faisant d’abord la substitution S', puis sur le r^sultat 
la substitution S. Cette substitution SS' est, en general, diff£rente 
de la substitution S'S. Dans cette notation symbolique des sub- 
stitutions, iln’esl done pas permis d’intervertir l’ordre des facteurs. 
On peut mainlenant imaginer trois substitutions cons^cutives S , 
S', S' 7 : la substitution lin^aire obtenue en faisant d’abord la sub- 
stitution S, sur le r^sultat la substitution S', sur le nouveau r^sultat 
la substitution S", est d£sign£e par 

S'S'S, 

et ainsi de suite. 

Quand deux ou plusieurs substitutions cons^cutives sont les 
m£mes, au lieu d’ecrire SS, SSS, . . . , on emploie la notation des 
exposants et Ton £crit S 2 , S 3 , 
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cients sont 

(7) 


Remaj'que. — Le produit de la substitution par son inverse 
est la substitution Identique 


t = t, 

que 1’on dSsigne symboliquement par i. On a, en effet, 

= St, 
t = S _1 ti ; 

done, en 6liminant x f , 

T = S -1 S T, 

ce que l’on exprime en ecrivant 


on a aussi 


SHS = i; 


SS-i = i. 


Si Pon r6p&te deux, trois fbis de suite, la substitution inverse 



PERIODES EQDIVA.LENTBS. 38i 

b *, au lieu d <5crire S~ 4 S -4 , S~ 4 S~ 4 S -1 . . . . , on emploie des ex- 
posanls ndgatifs et Ton 6crii S“ 2 , S~ 3 , .... 

234. Groupe de substitutions. — Une suite de substitutions 
donn^es S«, S 2 , . . ., S v , . . ., en nombre fini ou infini, 

s v x = 

Cv't “ 1 “ dy 

forme un groupe, si l’inverse d’une qnelconque de ces substitu- 
tions etle produit de deux quelconques de ees substitutions sont 
encore des substitutions de la suite. 


235. Groupe modulaire. — D’aprSs cette definition, toutes les 
substitutions en nombre infini 


St 


aT h- b 
ct -+■ d ? 


ou a , b , c, d sont des enliers assujettis k la seule condition 

ad— be = i, 

forment un groupe. En effet la substitution inverse de S, 

$- 1 t — — dz b __ g { 2 4 " b\ 
ct — a ~~ CiT-+- d t 9 

est encore forage avec quatre entiers a { , c i} d K tels que 
a\ dy — b\C\~ ad — be = x. 

Le produit S'S de deux des substitutions consid&r^es est une 
substitution 

At B 
Ct-hD' 


dont les coefficients sont entiers d’apr£s les formules (7) et v6ri- 
fient la relation AD — BC = 1 , car on a 

AD — BC =(<*'<?— b'c')(ad~ be) 

etles deuxfacteurs du second membre sont ^gaux a 1 par hypo- 
thbse. 

. Le groupe ainsi d^fmi est le groupe modulaire, et Ton peut dire 
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que la fonction J(t) est laissee invariable par toutes les substilu- 
lions de ce groupe. 

236. Substitutions fondamentales du groupe modulaire. — Toutes 
les substitutions du groupe modulaire peuvent 6tre engendr^es 
par les produits des puissances positives et negatives des deux 
substitutions 

St = t -hi, (a -= i, b = i, c = o, d— i), 

Tx = — -> (a = o, 6 = i, c = — t, d = o), 

T 

que Ton appelle pour cette raison les substitutions fondamentales 
du groupe- 
L’inverse de St est 

S -1 x == t — i: 

Finverse de Tt est 



elle est 6gale a Tt. Nous ne nous arrSterons pas a dfonontrer que 
loute substitution & coefficients entiers 

a'z-v-b 
cz-+- d’ 

telle que ad — bc=i, peut 6tre obtenue en multipliant ces 
substitutions fondamentales et leurs inverses dans un ordre quel- 
conque, chaque facteur pouvant £tre repete un nombre quelconque 
de fois. Nous admettrons ce point dont on trouvera la demon- 
stration dans leLivre de M. Klein sur les fonctions modulaires. 

Boraons-nous a remarquer que le fait, que toutes les substitu- 
tions du groupe modulaire peuvent £tre obtenues par la multipli- 
cation de deux substitutions fondamentales et de leurs inverses, 
a deja son analogue dans la th^orie des fonctions doublement p£- 
riodiques. Si Ton appelle 2 co et 20 / les deux p^riodes, une fonc- 
tion doublement p^riodique F ( u ) ne change pas de valeur quand 
on fait sur u toutes les substitutions contenues dans la formule 

u -f- 2mti) -+- 2nto', 

m et n dtant deux en tiers quelconques. Ces substitutions foment 
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un groupe qui admet comme substitutions fondamentales les deux 
substitutions 

S U = U 4-20ti, 

T U = U -+- 2 0)', 

dont les inverses sont 

S -1 It == U — 20), 

T" 1 w = u — 2 to 7 . 

T1 est Evident que par la multiplication de ces substitutions on 
obtient toutes les substitutions de la forme u + 2 /nco + 2/1 <oC 

237. Interpretation geomStrique. — Pour representer geome- 
triquement la double pdriodicite, nous avons divise le plan en 
cases qui sont des paralldlogrammes tous egaux, et nous avons 
remarqud que la fonction reprend les m£mes valeurs aux points 
homologues de toutes ces cases. L’une de ces cases etant choisie 
comme case fondamentale, quand le point u decrit cette case, les 
points homologues, u 4- am to -f- 2 / 20 /, d^crivent chacun une des 
autres cases. 

On peut operer de m6me pour la fonction modulaire J(t). 
Comme nous supposons la partie imaginaire de? positive, le point 
representatif de t est dans le demi-plan situe au-dessus de Vaxe 
des quantiles r^elles. On peut alors decomposer ce demi-plan en 
cases telles que Tune de ces cases etant choisie comme case fon- 
damentale, quand le point t decrit cette case, les points 

az-^-b 

ci 

a ) 6, c, d entiers tels que ad — bc= 1 , d£crivent chacun une des 
autres cases. La fonction J(t) prend alors la m£me valeur aux 
points correspondants de toutes les cases et il suffit de la connaitre 
dans la case fondamentale, pour la connaitre dans tout le demi- 
plan. 

Cette division du demi-plan en cases peut se faire d’une infi- 
nite de fa^ons. La plus simple est celie que l’on realise avec des 
arcs de cercle ayant leurs centres sur l’axe des quantites reelles. 
Le point de depart de cette division est dans Interpretation geo- 
metrique des substitutions lineaires, k coefficients reels, al’aide de 
la combinaison de deux transformations successives par rayons 
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vecteurs r^ciproques, telle qu’elle r^sulte des travaux d 
MM. Klein, Schwarz et Poincare. 


IV. — Notation de Jacobi. 

238. Expression de J (t) en fonction du module k. — Nous avon 
indiqu6 (n° 97) la relation qui lie la fonction pu aux p&riodes 2 c 
et 2 (i>' a la fonction sn it aux periodes aK et ai'K'. Nous avons vi 
que le rapport des periodes est le meme 

_ a/ _ £K/ 

to K ? 


et,en designant par \ une constante auxiliaire, nous avons trouv 
pour les racines e u e 2 , e z les valeurs 

2 — A 2 , 3X 2 e 2 = a/: 2 — i, 3X 2 e 3 = — i — A" 2 ; 

on en d6duil les differences des racines deux a deux et Ton ei 
conclut en multipliant ces trois differences 

>^ 6 (ei — — e 3 )(e 3 — ei) — — £ 2 (i — k % ). 

On sail que, dans un poljnome 

457 s — g%x — g z , 

dont les racines sont e { , e 2 > e z le discriminant 

/ ^ = — v ffb 

esc donnd par la formule 

A = i6(e,— e 2 )2(e 2 — e 3 )s(e 3 - «,)3. 

On a done 

l6**(l-A*)* 

A “ X‘2 

D’^utre part, le produit des racines dtant ^ on a 

4(a-**)(i- »**)(! + **) 

8% W& — 

L’ expression de J en fonction du module s’obtieni alors facile- 
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la moiti<5 de l’aire de ce triangle est 

=b (<*£'— fk f ). 

Si l’on fait de mke 


0)!= ai-h Jpi, 

la moiti6 de l’aire du triangle de sommets 

o, 2 to 


est 

— ( a i Pi — Pt a i)‘ 


375 


Or nous venous de voir(n° 227) que ces deux quantity ajJ' — [3a/ 
et a(3' 4 — (3a' 4 ontmeme valeur absolue. Le th^oreme est done d£- 
montr£. 


II. — Notation de Weierstrass. 


229. Formes en nombre inflni de la fonction <?. — Considerons 
le produit doublement infini a l’aide duquel nous avons defini la 
fonction du 



1 n l 

2 W i 


w = 2 mto 2 ftco', 


m — 
11 = 


o, d= I, zb 2, 


et soient 2 (o <? 20 )' desp^riodes £quivalentes hw, 20 /; les quan- 
tity 

, mi = ) , , 

W t 55S 2miO)i-+- 2/ZiCOi, >0, zbl, ±2, 

n l — J 


sont les mSmes, & I’ordre pr£s 3 que les quantity w; le produit 



1 u^_ 

2 w\ 


est done compost des m£mes facteurs que le produit precedent; 
ou, en pr^cisant, tout facteur de l’un des produits est anssiun 
facteur de l’autre produit. On sait queTordre des facteurs n’in ter- 
vient pas; on a done 



1 

2 w* 


s --ir(-*) 


e w i 


1 u?_ 
t 
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et en meme temps la fonction H (u, Q) dont le d^veloppement se 
d^dait du prudent en y remplaganl 2 to et 20/ par les p&riodes 
£quivalentes 20^ et 2 o/ n Q £tant ce que devient q par suite de 
cette substitution 

H(«, Q) = av / Qsin ^ - a^Q 5 sin ^ 

Nous allons demontrer que lesfonclions H(m, Q) et H(//, q) soul 
identiques, a un facteur exponentiel pr&s de la forme Ae a " 9 , a de- 
signant une constante. Cela r^sulte de I’egalite 

c | o>i, o)j) = d(u | o>, o>'); 

car, si Pon y remplace chaque fonction d par la fonction H corres- 
pondante (n° 21 ), on obtient cette autre egalite 

(w, Q)= pe / 2 “ 5 H (u, q ), 

dans laquelle p, p j? h et h { sont des constanles convenablemcnl 
choisies. On en d^duit imm^diatement 

H(a, Q) = Ae a ' /! H ( 24, q ), 

A et a d^signant des constanles. Nous allous determiner a. 

Revenons aux notations habituelles des p&ritodes pour les fonc~ 
tions de Jacobi, en posant 

<0 = K, co'~ i K', 

0)1= L, to'j = ih\ 

q = e ~^ 1 Q = <t 4 

avec 

. s i zL'=aiK'4-6K, 

(9) i 

! L=czK'-+-dK, 

a , bj c, d 6 tant des entiers tels que 

(10) ad — be — 1. 

Ces quatre entiers ne peuvent pas 6 tre pairs tous les quatre ni 
impairs tons les quatre. Si b est pair, a et d sont impairs; si a est 
pair, b et c sont impairs. 
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Pour determiner a remarquons que l’on a 
HO-f-aL, Q) = — H(«, Q), 

riii 

H ( Z4 -h 2 dK -+- a ciK', q ) = seT {tt ’ hciK ' ) H ( w, q ), 

s 6 tant dgal a + i ou a — i suivant la parity des entiers d et c. On 
a en eflet 

H(m + 2c?K, #) = (— i)rf H(w, #); 

changeant, dans les deux membres, u en u + 2ci¥J et se rappelant 
la formule (n° 77 ) 

ciiz 

H(w 4- aci'K', q) — i) c e K H(w, q), 

on a la seconde des formules (i i) ou 

£ =(— l)rf+C. 

La relation 

H(w, Q) = Ae*" ! H(m, $r) 

donne alors, en changeant u en 2L dans le premier membre 
et u enla quantity equivalent u-h 2 dK + 2ci¥J dans le second, 

II(m + 2 L, Q) = q). 

Divisant membre a membre ces deux dernieres relations en tenant 
eompte des Equations (1 1) nous trouverons 

. a(K-i-2L) s — a« 8 — ^^{m+c£K') 

(12) — 1 = se K 

Cette relation ayant lieu quel que soit u , les termes en u doivent 
disparaUre dans l’exponentielle, d’ou la valeur de a 

ci% 

a ~ Jkl' 

Comme verification, remplagons a par sa valeur dans la for- 
mule (12) et r^duisons en remplagant L par dK + cfK', nous ob- 
tenons 

— I — z(—l) dc 

ou, d’aprfes la valeur de e, 

(— iJW+Dte+lJ-^ 

relation 6 vidente, car d et c ne peuvent 6 tre pairs tons deux. 
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On a done, en definitive, l’^galite fondamentale 

ri tc n* 

(i3) H(w, Q)= A H(w, q), 

ou A est une constante qu’il reste k determiner. Nous ne nous 
occuperons pas iei de ce calcul. 

On voit qne, au point de vue ou nous nous plagons ici, la fonc- 
tion H de Jacobi se comporte d’une fagon moins simple que la 
fonction o', puisque o’ ne change pas quand on remplace les pe- 
riodes par des periodes equivalentes, tandis que H se reproduit 
multipliee par une exponentielle. 

Cette relation etant obtenue, on en deduit ais&ment des relations 
analogues entre les fonctions 0, 0*, H< construites d’une part avec 
K et iK/, d’autre part avec L et iU. II suffit dans la formule (i3) 
de remplacer, dans le premier membre, u par m + L, oum + iU, 
ou w-hL-f-zL', etdans le second membre, &par les valeurs £gales 
u-}r ci¥*J 7 ou u — j— &K-+- &il&J ou u -f- (Jb *-}~ d ') K — {ct -f- c) ffv/. 
Tenant alors compte des relations du n° 77, on aura les relations 
demand^es. Ges relations prennent des formes diff<§rentes suivant 
les parites des nombres a, b, c, d. Elies permettent d’exprimer le 
module des nouvelles fonctions elliptiques en fonction de k. 

Nous ne les derirons pas, et nous renverrons le lecteur au Cours 
de M, Hermite k la Faculty des Sciences, oft les calculs sont 
pouss6s jusqu’au bout dans une hypothftse particuli&re sur les 
quatre en tiers. 
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NOTE I. 

IMPOSSIBILITY DE ^EXISTENCE D’UNE FONCTION CONTINUE 
AYEC DEUX PYRIODES DONT LE RAPPORT EST RYEL. 


Soit F (u) une fonction d’une variable imaginaire avec deux periodes 
m r et u> dont le rapport est reel 

_ b 

~ a 

a et b elant r6els. Si Ton fait 

u> 

U — — JZ. 

a ’ 

quand z augmente de a, u augmente de o>, et quand z augmente de b 3 u 
augmente de a'. La fonction 

/W = F(i.) 

admet les deux periodes rielles a et b . Nous allons demontrer la propo- 
sition suivante : 

Ou bien les p6riodes a et b se r^duisent & une ; ou bien la fonction f(z) 
•est constante . 

En effet, la fonction admetiant les deux periodes a et b admet £gale- 
ment toutes les periodes 

M#h-N&, 

ou M et N d^signent deux entiers quelconques positifs n^gatifsou nuls. 

Consid6rons un axe Ox et prenons sur cet axe un segment OA egal k a . 
Si Ton prend, sur cet axe, un point x d’abscisse x , on peut toujours choisir 
un entier m positif ou n^gatif de telle fa$on que le point 

i* = x h- ma 

eoit k Porigine ou sur le segment OA : appelons ce point le point homo - 
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logue de x. Alors considerons les points d’abscisses 
b , 2 b, 3 b, nb 

et leurs liomologues 

— b a ? 2 = 2 b m 2 a, . x tl = nb A- m fl a, 

tous situ6s sur OA. Toutes les quantiles x u x$, . ..,ar ft e t toutes lours 
differences Xy — x^ sont des periodes dey(5), car elles sont toutes de la 
forme M<z-f-N6. M et N etant entiers. 

Fig. 26. 

? ^ 4i i zrt b s 2 b ~ 


Si tous les points Xj , x 2 , . . x n sont distincts, il cn est au moins dcu\ 
x v et Xp dont la distance soit au plus egale & 

a 


Xy— Xy£ 


n — 1 

Xy > Xn ] 


en effet, si Ton divise le segment OA en n— 1 parties egales, il existc no- 
cessairement une de ces divisions qui contient au moins deux des points. 
La fonction admet alors la periode 

^ a 

ton — Xy — X\L, U>n- ~ ~ ? 

et Ton a 

/U + w n )=/(4 

* 

Faisons croitre maintenant n inddfiniment. Deux cas sont b dislinguer : 

i* Quelque grand que soit n les points x 1} x 2 , . x n sont distincts : 
alors la fonction admet une periode u) n diffirente de z6ro mais aussi 

petite quePonveut, car elle est au plus egale k — • La fonction est une 
constante : en effet, on a 


' /(* 4 - )—/(*) 


quel que soit n . Quamd augment e inddfiniment, o> n tend vers z6ro; lc 
rapport figurant dadk$ 1^ p^einier membre tend vers la d6riv£c f'(x) et 
Fon trouve ■ * ' 


: *fk*)— o> /(*)= const.; 


2 0 II existe une vafedr de n telle que deux des points x u x t1 
soient confondus 

fifty — Xy. =r 0 . , 


* » 


On a alors 
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v b - 4 - m v a = p.6 4 - 

relation de la forme 

<0 pa-vqb — 0 , 

p et q ctant deux en tiers que Ton peut toujours supposer premiers entre 
eux, car on peut toujours, clans la relation (0, diviser les deux membres 
par les facteurs coramuns a p et q. Dans ce cas, les periodes a et b se re- 
duisent a une . En efTet, p et q etant premiers entre eux, il existe deux 
autres entiers p ' et q' tels que 

('>•) pq'—qp' — *- 

Designons alors par c la quantity 
( 3 ) p'a -+ - q' b = c; 

c est evidemment une periode de f(z); d’autre part, en r6solvant les rela- 
tions ( 1 ) et (3) par rapport a a et b, on a, d’apres ( 2 ), 

a = — qc, b = pc\ 

les pdriocles a et b sont done des multiples d’une periode unique c. 


ADDITION A LA NOTE I. 

IMPOSSIBILITY D’UNE FONCTION UNIFORME ET CONTINUE AVEC TROIS PERIODES. 

Imaginons une fonction f(z) d’une variable imaginaire -5 avec trois pe- 
riodes a, dont les rapports sont imaginaires. Nous allons montrer ou 
que la fonction cst constante , ou que les periodes se rdduisent a deux, 
Remarquons d’abord que la fonction admet comrae pdriodes toutes les 
quantity 

(1) Mam-N^H-Py* 

M, N, P 6tant des entiers positifs, n^gatifs ou nuls. Gonstruisons ensuite, 
dans le plan repr^sentatif des imaginaires, le paraMogramme des periodes 
a et p t OABC, ayant pour sommets les points 

0, a, p, a+P- 

Un point quelconque z du plan a, dans ce paraMogramme, un homo- 
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£ = Z -+- Iol -+- mp, 

l el m etant des entiers, convenablement choisis. 

Fig. 27. 



ConsidSrons alors les n 2 points 

7, 27, 37, 7**7, 

ofc ti est un entier et leurs homologues 

z 1 — 7 -h •+■ mi p, 

s 2 = 27-H Z 2 a -t-77i 2 (3, 



^s= 712 7 -h l n * a H- 772*3 [3. 

La fonction admet comme p£riodes toutes les quantity z l7 z 2 , . . . , z n « 
et les differences de ces quantitds deux & deux, car ces quantity et leurs 
differences sont de la forme (1). 

Appelons X la longueur de la plus grande diagonale du paraMogramme 
OABG. Si tous les points 

( 2 ) z$i . . . , z n * 

sont distincts, il en est au moins deux,s v et^dont la distance estmoindr< 

que • En effet, divisons les c6t6s OA et OB en (71 — 1) parties dgale* 

et menons par les points de division des paralUles aux c6t6s du paralld- 
logramme OABG : nous diviserons ce paralUlogramme en (/t — 1)* case: 

^galesettre^les ^ntpour gpandediagonale sur les n* points (2) 

eE en'est forcemeat *denx r ^moins, et*,*? dans une de ces oases. Leu: 

\ ' 1 * ‘ ,7 r 1 < *■ X * ■ ’ 1 

distance est aloirs ,,,^0®- * Analytiquement le module de 

‘ '* • ^ ' % *' , ■ 

est moindre one £& fonction admet done la p&Sode 

|1 * f r, . * Tt . V* •' , 1 
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dont lc module est moindre que 

1 n — 1 


Deux cos sont a distinguer : 

i° Quelque grand que soit n les points (2) sont toujours distincts. La 
fonction admcl alors une pdriode non nulle dont Ie module peut devenir 
aussi petit que Ton veut. Elle est constante, car 

f(z+-u n )~-f(z) =o 

donne, pour n infini, 

f(z) = o. 

2 0 Pour une certaine valeur de n, deux des points (2), z y et z ^ coin- 
cident. On a alors 


4 - Z v a 4 - 7tt v ? = pq 4- 4- 

relation de la forme 

( 3 ) pcc + ry — o ) 

q , r Etant trois entiers qu’on peut toujours rendre premiers entre eux 
on divisant ( 3 ) par les facteurs communs k p, q , r. Les periodes se re- 
duisent alors k deux. 

En eflet, appelons $ le plus grand commun diviseur de p et q : on peut 
determiner deux entiers p‘ et q' tels que 

( 4 ) pq'-qp’^s. 


Posons 

(5) 


^ a + - B = a, 
p' a 4 - q r $ = b\ 


a et b sont des periodes de la fonction, car ~ et j sont entiers. Les Equa- 
tions ( 5 ), rEsolues par rapport k a et j 3 , donnent 

a = a — | 6 , 

j3 ^b f 



et la relation (3) devient 
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s et r etant des entiers premiers entre eux. On pcut choisir deux cnucrs 
r f et s' tels que 

rs r -$)''= 1 

et en posant 

( 8 ) s' a ■+• r' y = c , 

c est une periode. On tire de (7) et (8) 

a — rc 1 y = — sc i 

d’ou enfin, d’apres (6), 

a = q' rc — ~ b, 

$ = -p’rc+£-b, 

Y = — sc. 

Les trois periodes se reduisent done aux deux b et c. Cette demonstra- 
tion est emprunt^e a Riemann ( QEuvres completes , p, 276). 



NOTE II. 

CONVERGENCE DO PRODUIT DOUBLEMENT 1NFINI QUI SERT 
A LA DEFINITION DE o' «. 


Pour dufinir nous avons considdrd Ie produit doublement infini 



W = 4 - 2/zco', 

m ) , 

n | = 0 , ± 1 , ± 2 , ± 3 , ±..., ± 00 , 

w = o cxclus. 


et nous avons admis que ce produit est convergent. Pour le demontrer, 
nous etablirons la convergence dc la s^rie obtenue en prenant les loga- 
rithmes dcs facteurs 


2[N-s)+5 + ;5]- 

Si 1’on choisit pour determination du logarithms de celle qui 

tend vers z6ro quand w devient infini, le terme general peut s’6crire, en 
ddveloppant lc logarithme en s^rie : 

u z f i i u i u* \ 

tw = - V*\i + ~6>w*l **+■■•) 
et Ton voit que le rapport 


tend vers i quand w devient infini, D’apr&s cela il nous suffitde considdrer 
la somme 

2 '^ i u* u* i 

3 W* ~~ 3 Jmd W s ? 


ou encore de demontrer la proposition suivante : 

La sirie 

/ m 1 

■ = 0, 4-1, ±2, ±. . 


; (2/nw 4- intfy’ 


m 

n 


(m = o, n = o exclus) 


est um sdrie convergente. 
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Nous reproduirons une demonstration de ce thdoreme due a Eisenstcin, 
telle qu’elle est exposde par M. Hermite ( Cours de la Faculti des 
Sciences , 3 e edition, p. 21 3 ). 

Soient x et y les coordonndes cartdsiennes d’un point, envisageons Tel- 
lipse donnde par l’dquation 

mod 2 (2 to a? 4- 2 w'j) = 1 

oil le premier membre est le carre du module de 2 to# 4- 2u>'y, et ddsignons 
par A son grand axe. Pour toutes les valeurs de x et de y qui reprdsentcnt 
un point de la courbe, on a done 

tf 2 +,r 2 < A 2 


ou bien, comme en ce point mod 2 (2(0 x 4- uto'y) = 1, 
x~ h- < A 2 mod 2 (2 to x 4- 2to'y). 

Qette relation dtant homogene par rapport aux variables x et y subsistc 
si Ton y rem place x et y par \x et X7, X etant une quantitd quelconque; 
elle a done lieu quelles que soient les valeurs de x et de y* Nous la 
mettrons sous la forme 

1 . < A , 

mod (2 to# 4- 2u)'y ) sjx*+- y* 


Une limite superieure du module de la somme considdree est done 
et 11 su ff[ t ddmontrer la convergence de ceite sdrie 


(m 2 4- n~y 
qui est d’une forme plus simple. 

A cet effet, partageons le plan en carrds par des paralldles aux axes Oy 
etOx dont les abscisses et les ordonndes reprdsentent tous les nombres 
entiers. Les sommets de ces carrds, Torigine dtant mise a part, ont ainsi 
pour coordonndes tous les nombres entiers et correspondent aux divers 
termes de la sdrie 


( m 2 4- 2 ) 2 


Considdrons d’abord la suite formde par la somme des termes corres- 
pondant aux sommets situds sur la bissectrice Ojs de Tangle des coor- 
donndes xOy* pour ce's points on a m = n: la somme envisagde est done 
dgale f £ un facteur numerique prds, & la serie simple 

I 1 i 

+ 3 s H ”“' ; 


elle est par suite convergente. 
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Prenons maintenant la somrae des termes pris sur 0 # et dans Tangle xO z; 
il suffira dvidemment d’etablir sa convergence pour demontrer notre pro- 
position. 

Soit, pour abrdger Tecriture, 


1 = (w, n) 

■ (m*4-»*)* 

ct posons 

= 0), 

W2 = (2, 0) +(2, I), 

tt 3 = (3, 0) 4- (3, 1 ) 4- (3. 2), 


u m = (/?i, o)4-(»i, 1 ) 4 ..4-(m, w — 1 ), 
la sdrie simple & laquelle nous sommes amends, savoir 
Ui 4- M 2 4- M 3 4- ... 4- W/>i 4- . . . , 

est manifcstemcnt convergente. En elfet, chacun des m termes qui com- 
posent u „ * est plus petit que le premier (m, 0) qui est egal a On a 
done 

Um< m*‘ 

Ainsi la sdrie a P our ^ m ’ le su P^ l '‘ eure ^7^2 ^ ont ’ va ^ eur esl 

fmie. 

La sdrie proposde est done convergente et a une somme inddpendante 
de Tordre de ses termes; comme nous Tavons dit en commen$ant, on en 
ddduit la convergence du produit doublement infini qui sert a definir a fu. 



SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS e EN FACTEURS. 


Nous avons a la page 121 , en identifiant Fexpression de sous forme 
de produit avec Fexpression de 0i sous forme de serie, obtenu Fidcntite 

( A(i -+■ iq cosaa? h- q*)(i 4- %q z cos 2 # ~h # 6 ). . . 

^ j = 14 - iq coss# 4- 2 y 4 cos4# 4- 

Nous avons reserve a ce moment la determination de la constante A. Yoici 
la methode que M. Biehler a donn^e pour determiner A, methode que 
nous empruntons k une Note de M. Hermite plac^e k la fin de la dernidrc 
edition de V Analyse de Serret. 

Consider, ons le produit compose d’un nombre fmi de facteurs, 


/(>) = (i4- qz)( 1 -h q z z). q*' 1 -' z) 

qin—\ 


*(" 4 (' 4 )-( 


r 

i-h ■ 


le d6veloppement suivant les puissances positives et negatives de z sera de 
la forme 

f(z)= A 0 4- Ai (^Z 4- -K . -4- A n * 

Cela etant, Fidentite suivante, qui se verifie immediatement, 
f(q*z)(q* n '-hgz)=f(z)(i+ qtwz), 
donne entre deux coefficients consecutifs, A t - et A/_ 1? la relation 
Ai(l — qln+Mj — A z -_ 1 (^ ai? ~ 1 — q*n- M). 

Nous en tirons successivement 
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et, par consequent, 

^ A q ia (i — q*")(i — — qsn-$i+z) 

l ~~ 0 (i — gr 2,H - 2 )(i — g*«+*). .T(i — q*n+*-i) 

Tous les coefficients du ddveloppement s’obtiennent done au moyen du 
premier Ao, dont voici la determination. 

Supposons i=7i et remarquons que dans f{z) le terme en z tl ayant 
pour coefficient ^H-3+...H-2n-i ? on a immddiatement A fl = g^ y d’ob, par 
consequent, 

jS== — , 7 ^ 0(1 — . , (I _^ 2 ) 

■* 0 (t — g *«+*)(! — q 2/1+4 ). . .(1 — q kn ) ’ 

et enfin la valeur cherchde que j’ecris ainsi 

. _ (1 — q* n +*)(i — q* n +*)...(t — q* n ) 

°~ (I — — — 

Gela dtant, faisons croitre indefiniment le nombre n, cette expression nous 
donne 

A _ 1 

et la relation entre A* ct A 0 devenant simplement A z = A 0 # 1 ’*, on est con- 
duit k regalile 

?**)••• (*-*- f) ( l+ y ) ( 1+ I - )" ■ 

• + q if + l ) + q " (W j;) +. • .4- ?'■’ (**+■ 5) + • • • 

~ ~~ ( 1 — 

II suffit maintenant de poser i = e 2 *’* pour en conclure 

([ 4- cos 2a? Hr # 2 )(t 4- 2£ 3 COS 22? H- # 6 ). . . 

_ 1-4 - >.q cos 2 a? 4- iq 1 * cos 4 a; 4- . . . 

“ (1 — 2 s )(i — g‘)(i— 

La valeur de la constante A qui figure dans la formule (i) est done 
A=(i— ? 2 )(( — — ? 8 )(t — 
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FONCTIONS DE M. WEIERSTRASS. 


Developpements en produits et series infinis. 

cot u= i + y ( — ~ — h ~~ ) , 

U Xmd \ U m 7 t J 7 ZTC J 

i + y ? 

Sin 2 u u* Xmk ( u — mrzY 

( W — ‘2171 Oi -+- 2 /ia/), 

^ M M a £( « «>) 2 W a j’ 

~i p> = 2(ird^)?- 


Developpements en series entibres . 


tfu = 

24 


^2 « S 


£•3 « 7 jTi w 9 



**. 3.5 


2 3 . 3 . 5 

.7 2 9 .32.5.7 


£ Z 4 = 

I 

-f- 


U 3 

PC 3 

jyK 0 2 

W? — 

*9 w 



' 2 % . 3.5 


22.5.7 

2 4 . 3 .S 2 . 7 

P Z£ =* 

I 

-H ★ 

^ -£l 

4 “ 

£3 



J-' “■ 

K* 


2 2 .5 

2 2 . 7 

a 4 . 3.52 

24 ® ~f- . 




II 

? 

M 

II- 

V* 

£*3 = 





RESUME DES PRINCIPALES FORMULES. 
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Relations enlre pw et ses derivees. 

P' s “ = 4p*« — gupu — Si= 4(pK— ei)(pit — es)(pu — e 3 ), 

p“u = 6p*u — %g- t , 
p m u = xipup'u. 


Homogeneite. 

| (JLtO, (W) = (A o' (u | 0), 0)'), 
t 

?(p-“i (««>') = i 

r 

p(l*K|(*w, (xu)') = A p ( tt | t0) w '). 

)fs ( (XU), (XU)') = i^ 2 (u), U)'), 
r - 

^ 3 (|XU), (XU)') = “g § 3 (u)j u>'). 
r - 


1° a) ss go : 


pu: 


Degdndrescence 

(£)’ 


-.- 1 ( 2 LV 

3 V 2 w/ 


sin 2 


(S)' 


/jiy_ m?, 

\ stu) / a^’ 


ei = 


3<?3 

5 

S 2 


e 2 — e 3 ~ 


Igz 

^ Si 


si 


3 - 


7U 7T 11 I / 7C \ 2 

= — cotang H x — ) u, 

o ' u = e B V 2W / — sin — • 


sin - 

TC 20) 


2 ° cx> = oo, <o' = oo : 

P»=£*> ?M = ^ CJ '“= “> 

= e 2 = e 3 = O, ^2 = °j £*3 — °- 


P&riodiciti et for mules d' addition. 

p(M-+- 2 o)) =pw, 
p(Z4-h 2C*/) = pw, 

5(m+2w) = £#-+* 27), ^ 

# ?(»-+■ fto)') =5 ?U-HaV» *)'=?<*>', 


A. et I. 


26 



4<>2 RESUME DES PRINCIPALS FORMULES. 

o' ( w -f- 2 o) ) = — e 2 vi(w-hco) cu, 

tf(M + 2 ( 0 ') = — 

tf(M + 2/nO) 4-2n(j) f ) = ( — l)mn+m+n e (ZniTi- 4 r%n m fi l )(u+mto-+ntjii t ) tf u * 


(p ^ p p 


<?( H~ p) C* ( M. — p) 

tf a W tfStp 3 


^ v) - 4 - £(& — p) — w, 

= £(w-hp) — £( W ~p) -2^p, 


pw — pp 

-p y p 

p w — pp 


i p'zt — r/p 

i 7^ ' = «“- 4 - p )-t«-Cp, 

pa-p (M + <j) = 1* /£.*_- P'P,\ 

a to \ p« — pp /’ 

p M -t-pP 4 -p( M + (J ) = * /p'a-pvy 
4 \ p« — pt> / 

p(it-hw) — ej — («i <?2 ) Qi e 3 ) 

P«— e! 

p(B + (D + (u')-e,=: (e a — gi)( e; — g 8 ) 

pit— «J 

p(w-)-w') — e* = ( g 3— gQO — £s) 

pit— e 3 


Racines e t , e S) e 3 . — Rone [ions tfi, a'j, aV 

e ‘ = P“> e 2 = p(ci) + to'), e 3 — p to', 

p f 7, — _ g ?(“ ~ t ^)a'(lt — to') rf(tt H-<i) H-<i>') 
o' a> o' to' o' ( p) -4- (l / ) ^3 w ; 

tfiit = e ^~ ^ co ~ 

«* it = etTj+Tj'jB it) 

O'(co-Hto') 

a'a)' * 

(H)*> »•— *=($?)*’ !>“-».= (££)’ 

& tfg Z£ GJ'j It 

Les foactioms dj* o$ sout paired. 



RESUME DES PRINCIPALES FORMULES. 
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Valeurs reelles de pu quand to et sont reelles. 

I 

Consid<$rons Ie rectangle de sommets o, to, to 4 - to', to'. Quand I’argu- 
ment u d 6 crit le contour de ce rectangle dans le sens o, to, to 4 - to', to', o, 
la fonction p u diminue constamment de +00 k —00 : 

i Quand u va dc o au sommet to, pu est reel et decroit de 00 a 6\ p'u 
est ndgatif. 

Quand u va de to a to 4 - to', pz^ decroit de e* a p'u est purement 
imaginaire positive. 

3 ° La variable 11 allant de to 4 - to' a to', pu decroit de e 2 a e 3 , p'u est 
reelle ct positive. 

4 ° Enfin u revenant de to' ao, p& decroit de e 3 a — x>; p r u est purement 
imaginaire negative. 

En tout point pris dans le rectangle, pu est imaginaire. 


FONCTIONS DE JACOBI. 


Series trigonometriques . 


H (u) — is/q sinp — 2 sin 3 p -4 -2 y/V 5 sin 5p — . . 
H t (w) = 2 \j q cosp4- 2 \/g* cos 3 p 4 - 2 v^^ 25 cos 5 p 4-. . ., 

0 ( w) = I — 2q COS 2PH-2^ 4 COS4p — 2<7 9 COS6P 4-. . 
(^(w) = 1 4-2£ COS2P 4- 2g 4 COS4P -4 2£ 9 COS6P -+- 


A as 6 , 

Hi(a)=H(a-4K), 
e(w)= iK'), - 

0i (w) =# ^ H(w4-K4- t’K'), 


Z6ros de H ( u ) 
» Hi(&) 

» 0(w) 

» 0i (a) 


amK + 2/u'K', 

( 2 m 4- i)K-h 2 tuK\ 

2mK + (2/i4-i)fK', 


( 2 /n + i)K 4 - (2 n 4- 



4<4 


resume des 


principales formules. 


Produits infinis . 


2R 

H (u) = Aay/g sitif(i — ag 2 cos2P -t- g ,t )( I 2 9 ri cos2v ■+" ?*)• • 
Hl (B) = Aa 4 /g cosp(t H - 2 ? s cosap ■+■ 2 <7 4 cosaP + ? 8 )• ■ 

0(k) = A(i— ag cosap -H — 2 3' 8 c0S2l> + 5 ,<, )‘ • 

0j(it) = A(n- ag cosap + g ! )(* 2 2' 3 c0S2tl 


Addition d’une demi-piriode ou d’une periode. 


X = 


K’) 

e » 


H(a + K)= Hi(«), 

0(it-+-K)= 0i(a)> 

Hi(« + K) = -H(«), 
0 t (w + K)= 0(a), 


H(« + K+ £K')= X0!(«), 

e( wH _K- + . l 'K')= XHi(it), 

H 1 (it-t-K+iK') = -iX 0 (w ) 1 

0 1 («-+-K+iK')= .*>H(u), 


_1 £(k+/K') 
p. == e K , 

H(w+tK')= tX0(«). 

0(w-i- t’K') = iX 11(a) 
Hi(w + iK')= X «,(«). 
0,(u + *KO» XH,(a) 

H(«H-a*K') = - hU(k), 
0(a + atK') = — h0(m)> 
H 1 (a + aiK')= MM 1 *) 

6i(«-hat’K')sa n0i(a) 


Relations entre les d et les 2r. 




« u= W(d) e ' 


*x ( u ) = 
«*(*0 


o' ( to •+* 16) 


c'o) 


e-*i u = 


Ht(w) 

Hi(o ) 6 ' 


tf (o> + to + k) _ fMjj) gi to 

- g(to-Hto') « 77 ^ 




g'((o r + a) 


s'nT'" 




e(«) j£* 

W) 
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4o5 


FONCTIONS 

snw, cn u, dn i*. 

t H(m) 

sn u = — = _ . . > 

9 ( M) 


. /*' H t (w^ 
cn “= V A- eI5T’ 

,/X H(K) _ H_i(o) 

^ ~ «(K) «do) 


ojo 

<s>!(p 

II 

Addition d’une demi-periode ou d’une piriode. 

, 1/ N GnlC 

sn(M4-K)= 

sn(it-t-tK') _ Asnw > 

A'srut 

cn(« 4 - K) = — -j— » 

, , r .. v .dnw 

cn(u-t-iK) — i ksnu 

dn(u - 1 - K) — 

. cn w 

dn ( « + iK') — »— » 


sn( !t -l-K + £K') = ”“-> 

j ^ 

cn(ti-+- K -t- t'K') = 


dn(»-f K+«K')= 


sn & 
caw’ 


sn(u-t-aK) = — sn«, sn(w-+- at’K') = snit, 

cn ^ M _ 4 _ a K) « — cnw, cn(w-t- aiK') — — cnw, 

dn( u -4- aK) — dn«, dn(w4-aiK') = dnw. 

Argument purement imaginaire. — Relation entre pu et snw. 


.. sa(« K'.iK) 

«(*** | K, * K ) = * — ( - 1 fr ygj > 


cn( iu | K, iK ) — cn ( M [ K', iK) 1 ** U sn*( u \Ze t — «») 

. .. daCu|K',iK) 
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RESUME JDES PRXNCIPALES FORMULES. 


Valeurs rdelles de snw, cnw, dn & quand K et K! sont reels (fig- *8). 
OA = K, OB = K', 


u 

1 

0 A G B 


1 

sn u 

0 

1—1 

8 

u ! 

A 0 B 

cn w 

0 X 00 

u 

G A 0 B 

dn w 

0 A' I CO 


Fig. 28 


y 

B 

C 


0 

A x 


1 


For mules d’ addition. 


eng = cn &cn( w — a)-f- snwsn(zi — a) dna. 
sn 2 u cn 2 u = 1 , 

79 9 J *> A' 2 h- k'*~ x, 

k 2 sn 2 u -h an 2 u = 1 , 

sn u cn p dn p h- sn p cn u dn u 


sn(w-h p) = 
cn(& -+- p) = 


1 — k 2 sn 2 u sn 2 p s 

cnucnv — snzzsnpdnadnp 
1 — £ 2 sn 2 wsn 2 p ? 


dn(^-H p) = u p sn & sn p cn u cn p 
1 — £ 2 sn 2 wsn 2 P 

D6riv6es, 

.=' ffcnuin.il, . ^/i^£ = e t ( 0 ). 
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RESUME DI2S PIUNCIPALES FORMULES. 
Si Ton suppose K et K' litres par la condition 


on a 



1 4- o. q ~h 2 -1- a #° -h . . . 


- • r= cnztdnzj, 

da 

diznu) 

- T - ' = snicdnu, 

du 

d((\nu) 

— /c 2 sn cn zz. 
du 


Developpenients en series entieres. 

sn« - “”a*«r.?3 

cn« +(« + 4*») K “^ - (i-H 44** + i6^) i: ~ -K-, 

dn « = i — A-*— -h **(4 -H **) '-~-7 

i. a v 7 i. a. 3.4 

- **> v.iViTS3 ''•••'■ 


FIN. 



ERRATA. 


Page 3i, fornule (3i), remplacer z par u . 

Page 367 , formule du bas de la page et page 368, premiere formulc, mettre 
partout des signes -k 
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